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摘    要 

电磁逆散射方法建立在全波电磁计算的基础上，故相比于其它微波成像

方法，逆散射重建有着更精确且普适的物理模型，和更广泛的应用前景。当

前逆散射重建方法大多应用于石油勘探、建筑物内部透视和乳腺癌诊断成像

等需要低频电磁波穿透障碍物的场景，故需要对亚波长量级的精细目标进行

重建，构成了巨大的挑战。此外，成像区域内金属和非金属材料混杂的情况

下，后者的重建极易受前者扰动，给定量重建带来不确定性。最后，在这些

复杂场景下，重建方法还要能在非均匀背景下稳定运行，更考验重建方法的

鲁棒性。 

因此，本文主要围绕逆散射重建应用中的三个挑战开展研究：第一，针

对混合边界条件问题，本文提出了一种交替参数更新法，实现导体和介质目

标的同时精确重建；第二，针对超分辨问题，本文分别从物理超分辨和数学

超分辨角度出发，提出了基于超振荡效应和基于材料稀疏先验的逆散射超分

辨重建方法；第三，针对非均匀背景扰动情况，本文给出了分区优化的重建

的策略。接下来具体介绍针对这三个问题的四个研究内容： 

1. 混合边界条件的逆散射重建方法 

当散射目标由导体和介质目标混合构成时，导体的趋肤效应导致内部零

场，造成阻抗矩阵的秩的缺失。由于导体的存在加剧了逆问题的病态性，介

质的逆散射重建严重受到影响。针对该问题，本文首次提出了混合参数模型，

将定性划分边界条件的传输系数和定量重建的对比度函数统一在同一个模

型中。为了在介质重建时消除导体的病态性影响，本文提出了交替参数更新

的方法，分别定量重建介质对比度函数和定性重建导体传输系数，交替迭代

更新。从而在单次更新中实现了对阻抗矩阵的降维，缓解了混合问题的病态

性，实现了导体和介质混合目标的准确重建。在仿真和实测数据上验证了所

提方法，得到了优于分别重建各自参数的重建结果。 

2. 基于物理模型的超分辨重建方法 

通常基于远场模型的超分辨微波成像方法难以超越衍射极限，即半个波

长，而基于精确物理模型的非线性逆散射方法被多次验证能获得亚波长量级

的重建精度。虽然大多数学者定性地将其归结于模型中包含了倏逝波转换为

传输波的过程，然而缺乏定量推断，因此对这种超分辨能力的理论解释存在

众多争议。本文首次从超振荡理论出发，给出了非线性逆散射超分辨重建的
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解释，并根据超振荡效应和信噪比的关系推出了非线性逆散射重建的极限分

辨率。由于超振荡总场能通过非线性作用将目标高频信息混频至格林函数通

带，实现信息的压缩。故本文基于该理论提出了两种入射场优化方法，能在

给定信噪比下获得小于半波长的重建分辨率。进一步，本文证明了这种基于

超振荡效应的超分辨重建方法等价于引入预条件算子的正则化过程，由此说

明合适的正则化方法能提高非线性逆散射重建分辨率。所提方法在仿真和实

测数据上进行了验证，均取得了优于无超振荡设计的重建效果。 

3. 基于数学先验的超分辨重建方法 

病态性是逆散射重建中的核心问题，而本文对物理超分辨理论的研究阐

明了非线性效应下的正则化过程能获得超分辨的结果。然而，现有的稀疏正

则化方法大多基于线性逆问题提出，其要么不适用于复杂的重建目标，要么

无法适用于非线性问题的求解。由于大多数重建目标由有限种类材料构成，

故本文提出了两种基于材料稀疏性的非线性正则化方法。一种方法是通过选

值函数约束非线性解的取值稀疏性，并等效转换为对中间变量的线性正则化

项，实现非线性重构中的材料稀疏性约束。另一种方法则是设计多层 Bayes

模型促进解的取值稀疏性，并通过非线性推断的方式实现重构。所提方法在

仿真和实测数据上均得到验证，在相同条件下，所提方法能得到比现有非线

性逆散射方法更好的重建结果。 

4. 非均匀背景扰动下的超分辨方法应用 

非线性逆散射重建的模型建立在体等效原理的基础上，其将重建区域的

散射体等效为自由空间的体电流。而在穿墙或是医疗成像等穿透性成像问题

中，非均匀背景需要被同时重建，由此扩大了重建区域，并弱化了超振荡效

应。本文提出一种分区重建策略，在重建子区的同时将其它分区的影响转入

背景格林函数中，由此简化计算量的同时可以进一步在子区内优化超振荡效

应，提高重建分辨率，仿真结果验证了所提方法的有效性。  

综上可见，三类工程问题最终由逆散射问题的数学性质决定，即病态逆

问题。因此，本文的所有方法的落脚点均为正则化理论，为逆散射重建问题

的进一步深入研究提供了参考。 

关键词：电磁逆散射，超分辨重建，超振荡，混合边界条件，稀疏正则化
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ABSTRACT 

Electromagnetic inverse scattering method is based on full wave electromagnetic 

calculation. Therefore, compared with other microwave imaging methods, inverse 

scattering reconstruction has a more accurate and universal physical model and a wider 

application prospect. Most of the current inverse scattering methods are applied to oil 

exploration, building interior perspective and breast cancer diagnosis imaging, which 

require low-frequency waves to penetrate obstacles. Therefore, the reconstruction target 

scale is mostly in the order of wavelength, which pose enormous challenges to imaging 

and reconstruction. In addition, when metallic and non-metallic materials are mixed in 

the imaging area, the reconstruction of the latter is easily disturbed by the former, which 

brings uncertainty to the quantitative reconstruction. Finally, in these complex scenes, 

the reconstruction method should be able to operate stably under the non-uniform 

background, which tests the robustness of the reconstruction method. 

Therefore, this dissertation mainly focuses on three challenges in the application 

of inverse scattering reconstruction: first, for the problem with mixed boundary 

conditions, an alternating parameter updating method is proposed to realize the accurate 

reconstruction of conductor and dielectric targets at the same time; Secondly, aiming at 

super-resolution, an super-resolution method based on superoscillation effect and 

material sparse a priori from the perspective of physical super-resolution and 

mathematical super-resolution is presented respectively; Thirdly, for the case of non-

uniform background disturbance, the reconstruction strategy of partition optimization 

is given. Next, the four research contents for these three problems are introduced in 

detail: 

1. Inverse Scattering Method with Mixed Boundary Problem 

When the scattering target is composed of conductor and dielectric objects, the 

skin effect of the conductor leads to an internal zero field, which results in the defects 

in the rank of the impedance matrix. Because the existence of conductor aggravates the 

ill-posedness of the inverse problem, the inverse scattering reconstruction of medium 

is seriously affected. To settle this problem, a mixed parameter model is proposed for 

the first time, which unifies the transmission coefficient of qualitatively boundary 

conditions and the contrast function of quantitative reconstruction in the same model. 

In order to deal with the ill-posedness influence of conductor in dielectric reconstruction, 

this dissertation innovatively proposes an alternating parameter updating method, 
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which quantitatively reconstructs the dielectric contrast function and qualitatively 

reconstructs the conductor transmission coefficient alternately. Thus, in a single update, 

the dimension of the impedance matrix is reduced, the ill-posedness of the mixing 

boundary problem is alleviated, and the accurate reconstruction of the mixed target of 

conductor and medium is realized. The proposed method is verified on the simulation 

and measured data, and the reconstruction results are better than the reconstruction of 

their respective parameters. 

2. Super-Resolution Method based on Physical Model 

Usually, the super-resolution imaging method based on the far-field model is 

difficult to exceed the limit resolution of the full aperture, that is, half a wavelength. 

However, the nonlinear inverse scattering method based on the accurate physical model 

has been verified many times to obtain the reconstruction accuracy of sub-wavelength 

order. Although most scholars qualitatively attribute it to the process of transforming 

evanescent wave into transmission wave in the model, there is a lack of quantitative 

inference, so there are many disputes about the theoretical interpretation of this super-

resolution ability. Based on the superoscillation theory, this dissertation gives the 

interpretation of nonlinear inverse scattering super-resolution reconstruction for the 

first time, and deduces the limit resolution of nonlinear inverse scattering reconstruction 

according to the relationship between superoscillation effect and signal-to-noise ratio. 

Because the total field of superoscillation can mix the high-frequency information of 

the target to the Green's function passband through nonlinear procedure, the information 

can be compressed. Therefore, based on this theory, two incident field optimization 

methods are proposed, which can obtain reconstruction resolution less than half 

wavelength under a given signal-to-noise ratio. Furthermore, it is proved that this super-

resolution reconstruction method based on super oscillation effect is equivalent to the 

regularization process with preconditioner, which shows that the appropriate 

regularization method can improve the resolution of nonlinear inverse scattering 

reconstruction. The proposed method is verified by simulation and measured data, and 

the reconstruction effect is better than that of no superoscillation design. 

3. Super-Resolution Method based on A Priori 

Ill-posedness is the core of the inverse scattering problem, this paper reveals that 

the regularization with nonlinear effects can acquire super-resolution results. However, 

most of the existing sparse regularization methods are based on linear inverse problems, 

which are either not able to handle complex reconstruction targets or not able to solve 
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nonlinear problems. Because most reconstruction targets consist of a limited variety of 

materials, two nonlinear regularization methods based on material sparsity are proposed 

in this dissertation. One method is to constrain the value sparsity of the solution through 

the value piking function. Another method is to design a multi-layer Bayes model to 

promote the sparsity of the solution, and realize the reconstruction by means of 

nonlinear inference. The proposed method is verified by simulation and measured data. 

Under the same conditions, the proposed method can obtain better reconstruction 

results than the existing nonlinear inverse scattering methods. 

4. Application of Super-resolution Methods with Nonuniform Background 

Disturbance 

The model of nonlinear inverse scattering reconstruction is based on the principle 

of volume equivalence, which equates the scatterer in the region of interest with the 

volume current in free space. In penetrating imaging problems such as through wall 

imaging or biomedical imaging, the non-uniform background needs to be reconstructed 

at the same time, which expands the reconstruction area and weakens the 

superoscillation effect. In this dissertation, a partition reconstruction strategy is 

proposed, which transforms the influence of other partitions into the background 

Green's function while reconstructing the sub region, so as to simplify the amount of 

calculation, further optimize the superoscillation effect in the sub region and improve 

the reconstruction resolution. Simulation results verify the effectiveness of the proposed 

method. 

In conclusion, the three kinds of engineering problems are finally determined by 

the mathematical properties of the inverse scattering problem, that is, ill-posedness. 

Therefore, the foothold of all methods in this paper is the regularization theory, which 

provides a reference for the further study of inverse scattering reconstruction. 

 

Key Words: Electromagnetic Inverse Scattering, Super-resolution Reconstruction, 

Superoscillation, Mixed Boundary Condition, Sparse Regularization 
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1 第 1 章  绪 论 

1.1   研究背景及意义 

电磁逆散射是指当一个或者多个源照射未知目标，通过测量目标的散射场，

利用测量得到的数据重构出未知目标的位置、形状大小、数目、边界、介电常数

分布、电导率分布等物理、几何特性的过程。不同于常见的微波成像方法，电磁

逆散射方法建立在严格遵循 Maxwell 方程的物理散射模型上，故常见的层析衍射

和雷达成像方法都可以视为逆散射方法的线性近似。因此，逆散射方法被广泛应

用于存在多次散射的复杂成像问题中，包括：无损探测[1][2]、医疗成像[3]、地球探

测[4]、穿墙成像[5]以及探地雷达[6]等领域。所有的这些应用都需要入射场穿透被

观测物体，而有耗媒质的趋肤效应限制了照射场的穿透深度。为了提高穿透深度

减弱趋肤效应，大多数逆散射的应用中不得不依靠低频来探测目标结构，导致目

标尺寸和工作波长相比拟。常见的穿墙成像系统工作频率在 0.7GHz 到 3GHz 之

间[7]，波长在 10cm 到 42cm 之间，而一把手枪的尺寸仅在 20cm 左右。在探地雷

达系统中，常见的工作频率在 0.3GHz-4.2GHz 之间[8]，而常见的塑胶反步兵地雷

尺寸仅为 5cm 左右。因此，要在诸如穿墙成像、探地雷达等穿透成像场合重建波

长尺度甚至更小的目标，就需要在逆散射重建中实现高分辨甚至是超分辨成像。 

 

图 1.1 逆散射成像应用示意图 

从物理角度出发，衍射极限源于场的空间谱宽。自由空间点源的辐射场由并

矢格林函数描述，而格林函数本身是一个以自由空间波数 k0 为特征频率的低通

滤波函数，故任意散射场的空间谱总是带宽受限于 k0
[9]。而散射场为散射体上的

等效电流与格林函数的卷积[10]，根据散射场所能反演的等效电流的高频分量同样

被约束在[0,k0]以内，因此等效电流的空间分辨率不超过 π/k0，即半波长的瑞利极

限[11]。而从数学角度出发，分辨极限则源于逆问题的病态性。格林函数为核函数

的积分算子是一个无限维空间上的紧算子，将完备空间映射为一个紧空间。由于
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紧算子是不可逆算子，导致任何求等效电流的逆运算都是病态问题[13]。此外，实

际问题中的测量数量有限，故对散射场的有限测量进一步加剧的问题的病态性。

因此，逆散射问题的病态性一方面来源于物理过程的病态性，另一方面来源于工

程应用中阵列孔径大小的局限。前者带来波长约束，后者带来了数值孔径约束，

二者共同构成了 Rayleigh 衍射极限。因此，从物理的角度出发，高分辨率或是超

分辨率成像需要设计能激发高频波函数的构型；从数学的角度出发，超分辨成像

则需要将病态逆问题转化为良态问题。物理超分辨是通过修改成像目标函数或是

构造特定的成像构型来改变散射模型，也就是增加对场景或是物理过程的先验信

息从而约束解空间。而数学超分辨则是通过引入先验信息来约束解空间，以弥补

缺失信息。本文最终将阐明，物理超分辨还是数学超分辨方法殊途同归，二者均

属于在非线性效应下构建的正则化过程，构造合适的物理正则化和数学正则化方

法是实现高分辨逆散射成像的关键[14]。 

在常见的成像和重建方法中，目标被等价为强散射点的集合或是相对介电常

数的集合。而在实际成像场景中，金属目标和介质目标同时存在，且需要明确区

分。例如在安检成像中需要区分枪支和爆炸物[12]，而在穿墙成像中需要区分人体

和枪支，在探地雷达中则需要分出塑料制反人员地雷和金属制反载具地雷。若按

传统方法采用单一的目标函数则无法实现对目标的分辨，更难以实现波长量级的

成像。低频照射下，金属趋近于导体，其边界条件也就不同于有耗介质。当不同

的边界条件同时存在时，无法简单的用目标的某一项本构参数来表示目标[15]。因

此在波长量级或是亚波长量级的成像中，需要进一步区分目标边界条件，且明确

目标函数的分类有助于进一步确定相应的先验信息来约束解空间。因此，对多种

边界条件的散射问题进行建模既符合逆散射成像的应用背景，也符合对病态问题

正则化的需求。 

逆散射模型建立在体等效原理的基础上，将关注区的目标等效为自由空间的

体电流和体磁流分布。然而，在逆散射方法的应用中，大部分场景并不仅关注区

内是非自由空间，在关注区外也存在着非均匀的背景媒质[21-23]。若不做进一步处

理，这些非均匀背景带来的扰动将造成模型的偏差，进而使正则化约束偏离正确

的解空间，不仅无法得到高质量重建结果，重建过程还会随着噪声而严重恶化[13]。

由非均匀背景带来的扰动通常被笼统的归类为杂波[7]，并被表示为特定分布的随

机变量[16]。从该角度出发，非均匀背景扰动问题被转换为滤波问题[17]。然而这类

杂波抑制方法都建立在线性散射模型上，并未考虑因多次散射带来的目标和背景

之间的互耦[18-20]，而将含有目标信息的多次散射能量归于杂波，减少了可用信息。

因此，考虑目标和背景耦合的基础上，提高重建分辨率对高分辨逆散射重建的应

用有着重要意义。 
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1.2   国内外研究现状 

1.2.1   逆散射重建方法 

电磁散射问题和电磁逆散射问题是同一个问题的正过程和反过程，电磁散射

问题是已知散射体和入射场求散射场，电磁逆散射问题则是根据测量的散射场和

已知的入射场反推散射体。电磁散射问题中处理的算子是第二类 Fredholm 算子，

根据 Fredholm 二择一定理，该算子是可逆算子[10][24]。故电磁散射问题是一个良

态问题。而逆散射问题中处理的是第一类 Fredholm 算子，具有天然的病态性，

因此对逆散射问题的研究要远晚于散射问题。随着数值计算科学的发展和软硬件

的进步，求解散射问题的电磁场数值计算方法已经十分成熟[25-29]，有限差分法、

有限元法和矩量法也被沿用到逆散射成像方法中。而对逆散射问题的病态性处理

则需要额外构造一系列的正则算子来逼近原算子，用正则算子的逆逼近逆算子，

即正则化过程[13]。因此逆散射问题和散射问题的研究区别在于前者需要引入正则

化方法。 

逆散射成像方法分为定性逆散射和定量逆散射，定性方法着重于恢复目标的

轮廓[30-33]，而定量方法着重于恢复目标的相对介电常数[34]、电导率[35]或是边界条

件[15]等。 

在定性成像过程中，所求解的目标函数通常是散射体的散射截面、等效电流

或是等效电流的指示函数，这些参数均可以由等效电流线性表示。故定性成像通

常写为线性方程形式，形式较为简便。然而定性成像的方程病态性较强，且分辨

率受限于 Rayleigh 极限。因此，在定性成像过程中要提高成像分辨率，则需要引

入强先验信息的方式进行求解，如贝叶斯先验[36]、等效电流的联合稀疏性[37]以及

依靠机器学习[38]。然而，这些方法受限于信噪比、目标的稀疏性以及初值的准确

性等，在实际成像场景的应用上仍需要改进。 

 

图 1.2 定性逆散射成像 

在定量成像过程中，目标函数是散射体的本构参数，这些本构参数与散射场

之间是非线性关系。对于一个相对介电常数为 εr 的介质散射体，其散射场与相对

介电常数的关系为 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 , 1sca

r
D

j d     = − −  E r G r r E r r r  (1.1) 

原始目标 定性重建 
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其中 E(r′) = Einc(r′) + Esca(r′)为总场， 0G 为并矢格林函数。易见 εr 与 Esca之间非

线性关系，且随着 εr 增加，非线性度增加。对非线性问题的处理被分为两类：一

类是在近似条件下将问题线性化，直接求解线性逆问题；另一类是将病态非线性

问题拆分为一个病态线性问题和一个良态非线性问题，通过迭代更新的方式求解。 

1. 一阶近似方法 

线性近似方法以 Born 近似和 Rytov 近似为典型[39][40]。其中 Born 近似直接

用入射场近似等于总场，由此将(1.1)线性化。为满足近似条件，物体尺寸与对比

度 χ = εr − 1 的乘积不能太大，即需要保证入射场穿过整个物体后的相移不能超

过 180 度。而 Rytov 近似则是将总场相位看成入射场相位与散射场相位之和，通

过对散射场相位的近似，得到总场的近似表达式。Rytov 近似成立的条件是入射

场相移在单位长度上变化不能太大而与散射体的具体尺寸无关。文献[39]对两种方

法进行了详细论述，指出 Born 近似对于尺寸较小但对比度较大的物体具有较高

的幅度估计精度，而 Rytov 近似对于尺寸较大但对比度较小的物体具有较高的相

位估计精度。故这两类线性化近似方法只适用于弱散射目标，并不适合低频穿透

成像。 

2. 非线性方法 

相比于线性近似方法受限于弱散射条件，另一类非线性求解方法应用更为广

泛。大多数非线性求解中，逆散射问题被散射场的测量方程和根据体等效原理推

出的成像区域内的状态方程所描述。 

早期的非线性求解方法将 Born 近似的阶数增加，将一阶近似下求得的散射

场与入射场之和作为新的近似总场，代入方程求解后更新散射场，该方法被称为

Born 迭代法（BIM）[34]。BIM 的迭代递推框架是典型的 Neumann 迭代，其收敛

性仍然受限于对比度函数的大小[26]。在 BIM 的基础上，衍生出了失真 Born 迭代

（DBIM）和变分 Born 迭代（VBIM）。DBIM 在每一次迭代中将重建的对比度函

数视为非均匀背景归入下一次迭代的格林函数，这样的增量迭代过程使得一阶迭

代过程转为二阶迭代，加快了求解速度[41]。而 VBIM 则直接利用散射场的增量

重构对比度函数的增量，免去了格林函数的更新，减少了计算量[42]。然而这两种

二阶迭代方法均面临噪声下鲁棒性差的问题，也受限于 Neumann 迭代的收敛条

件。为了改善方法对高对比度目标的效果，扩展 Born 近似（EBA）被提出[43]。

在目标内部场点与源点相近时，格林函数对积分的贡献大于总场，故将总场提出

积分算子并用 Born 序列展开表示。该形式将 Born 近似扩展为高阶近似来逼近原

始的非线性问题，且与对比度源方法结合得到广泛应用。 

由 BIM 启发，另一种非线性求解方法——定量线性采样法（QLSM）同样是

将线性成像方法推广到非线性成像。早期的 LSM 方法是对散射体的轮廓做定性
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成像[44]，该方法假设存在某个指示函数 ξ(rs)将散射场 Esca(r)投映为采样点 rs 处点

源的辐射场-jω0μ0G0(r, rs)。可以证明采样点 rs 在散射体内时 ξ(rs)有解，而采样点

在散射体外部时 ξ(rs)趋于无穷，故可以通过 ξ(rs)作为目标轮廓的表征。由于 LSM

方法中，散射场和指示函数内积得到格林函数，故构成问题的算子核函数是散射

场。由于散射场带宽由格林函数决定，故指示函数同样是一个带限为 k0 的低通函

数，即反演轮廓的精度受限于 Rayleigh 极限。在 LSM 方法的基础上，QLSM 被

提出用于定量求解散射体的相对介电常数[45][46]。由于散射场已经被指示函数映

射为已知位置 rs 的点源的辐射场，再加上映射后的入射场就可以得到映射后的总

场。等价于将方程左右同时与 ξ(rs)内积，且内积后的总场和散射场均已知，故可

以直接线性求解对比度函数。然而在定量求解对比度函数的过程中依旧面临积分

算子求逆的问题，需要引入 Tikhonov 正则化求解。QLSM 通过中间变量 ξ(rs)将

非线性逆散射问题拆解为两个线性问题求解，没有 BIM 的迭代过程，求解更加

简练。但是重构的对比度信息完全依赖于低通的 ξ(rs)，导致其分辨率低于Rayleigh

极限。为此该团队提出可以将散射场映射对象由点源辐射场改为多极子，以充分

利用 ξ(rs)内信息。此外，ξ(rs)在散射体外发散难以用数值计算准确逼近，导致在

第二步逆问题求解中数值准确度下降。且 LSM 和 QLSM 的推导是基于入射场为

平面波的前提，限制了其应用的普适性。 

类似 QLSM，对比度源法（CSI）通过等效电流对非线性问题进行拆分[36][47]。

不同于指示函数，等效电流具有实际物理意义，且没有发散点。Peter M van den 

Berg 等人定义对比度函数 χ 相对应的对比度源 w = Eχ=-jJeq/ω0𝜀0，代入测量和状

态方程，并分别构造了关于对比度源和对比度函数的代价函数 F(w, χ)、FD(χ)。

其中，F(w, χ)为归一化的测量方程余差加归一化的状态方程余差。引入共轭梯度

法（CG）交替更新对比度源和对比度函数，从而完成非线性问题的求解。CG 属

于 Krylov 子空间法的特例，由于在原空间收敛的序列在共轭空间强收敛，故 CG

能确保迭代的收敛性，且误差随扰动收敛速率强于 Tikhonov 正则化[13]。而 Krylov

子空间法的迭代框架中选择固定步长和余差迭代方向，则方法退化为 Neumann

迭代，即 BIM[26]。CSI 方法由于其明确的物理含义和稳定的收敛性被广泛应用于

非线性逆散射问题，并以加速计算和提高成像质量为目标分别产生了两类变种。

第一类 CSI 的变形试图简化迭代流程以加速 CSI 求解[48-52]。第二类变种试图通

过修该正则化项，用更强的约束提高成像质量[53-62]。 

在 CSI 方法中，有耗目标用复介电常数表示 ε(r) = ε0εr(r)−jσ(r)/ω0，而金属目

标也同样用高电导率有耗媒质逼近。在低频成像条件下，金属近似于理想导体

（PEC），其介电常数虚部趋于负无穷，严重干扰成像结果。且金属目标的介电常

数成像准确度较低，难以与有耗媒质区分。为了解决该问题，X. Chen 基于散射
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场的多极展开模型[63]提出基于重建目标边界条件的逆 T 矩阵方法[15]，通过重构

T 矩阵元素虚部的正负区分目标边界属于 Dirichlet 边界还是传输边界。逆 T 矩阵

法可以被进一步推广到 Neumman 和 Robin 边界条件，从而实现对理想导体、理

想磁体、有耗媒质和介质目标的区分[64]。然而逆 T 矩阵法仅区分边界条件，在定

量重构相对介电常数和磁导率存在较大的近似误差。且 T 矩阵法基于多极展开

推导，导致其位置变量个数是成像区域离散化的网格数上乘以多极展开阶数，病

态性远高于基于体等效模型的 CSI 方法。故逆 T 矩阵法重构效果不够理想。 

1.2.2   逆散射的超分辨问题 

非线性成像方法的研究是逆散射成像的核心，一方面是其适用场景更广泛，

另一方面是其成像分辨率远高于线性定量成像和定性成像。相比于线性成像方法，

非线性定量逆散射大多有着亚波长分辨率[11][65]，即超 Rayleigh 极限分辨率。一

种被广泛接受的解释是非线性物理建模过程中，使用了被转化为传输波的倏逝波

分量，因此在重构的过程中能获得亚波长分辨率[66][67]。然而也有一部分观点认为：

并没有一个明确的定量方法从测量的传输波中包含被转化的倏逝波分量，所以超

分辨是否源于非线性模型中的倏逝波转化成传输波有待商榷[14]。近年的文章[68]

则对比了一阶 Born 近似的解空间和非线性模型的解空间，并给出后者并没有比

前者性质更好的结论。作者认为，非线性定量逆散射模型的病态性并没有比线性

近似定量逆散射的病态性更弱，非线性逆散射的超分辨能力源于正则化手段的应

用。然而 Rayleigh 极限仅在定性成像中有明确约束，在定量成像模型中没有明确

定义。故基于非线性逆散射成像算法的超分辨能力有待进一步分析。 

由于信息量的缺失无法通过数学技巧弥补[13]，故需要通过物理手段补充额外

的信息。大量物理超分辨方法通过获取倏逝波分量的方式，实现成像反演中保留

目标的高频信息的能力。由于格林函数的低通效应，倏逝波在传播过程中快速衰

减[69]。物理超分辨方法可以归为三类：倏逝波放大[70][71][72]、倏逝波转化为传输

波[73-78]以及超振荡效应[79-88]。 

第一类利用了近场条件下倏逝波未完全衰减的特点，通过近场成像或是超材

料来获取或者放大倏逝波，并利用这部分倏逝波来恢复更多精细信息。如图 1.3

设计的完美透镜[70]在不改变传输波相位的条件下对倏逝波进行了指数放大。实际

上获得倏逝波的过程本身就是在拓宽测量场的空间谱，从而得到更高的带宽和更

精细的分辨率。但是这种方法仍然改变不了倏逝波衰减的本质，无法在远场仅能

测量传输波的情况下获得同样的超分辨效果。 
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图 1.3 完美透镜 

第二类借助场和目标或是已知材料的复杂耦合作用将倏逝波转为传输波，以

实现远场超分辨。一种方法通过变换光学方法设计出非均匀浸没式透镜，从而使

图 1.4 (b)的两个点源经过透镜的方向图和图 1.4 (a)的点源具有等价的场分布[75]。

由于浸没式透镜是经过坐标变换设计得到，等效于设计非自由空间的格林函数，

得到更高的传播带宽。有学者定量分析该等效作用，作者使用 Veselago 透镜将自

由空间格林函数替换为聚焦格林函数，将病态成像方程转为良态方程直接求解，

实现可控分辨率的超分辨成像[75]。随着超材料和超表面的兴起，在成像目标周围

布置已知媒质或是透镜提高格林函数带宽的思想同样被沿用到超材料成像上

[77][78]。 然而，这类方法本质上都需要在目标近处或者表面布置相应的介质材料，

仅适用于显微、医学成像等合作目标的情况。 

 
图 1.4 光学变换原理图及浸没透镜示意图 

由于大多数成像应用都是非合作目标，故第三类方法则利用超振荡效应，试

图在不改变成像背景环境的前提下以最小的代价实现超分辨。常识上，一段频带

上限 ω0 的信号，不会存在振荡频率超过 ω0 的成分，或者说存在低于 1/ω0 秒的

跳变。实际上这些说法是错误的，一段频带有限信号在局部上可以拟合任意给定
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的点集，即使这些点的跳变速率可以超过了给定的信号带宽 ω0。这种现象被称

为：超级振荡。Achim Kempf 于 2000 年给出了超级振荡的存在性证明，并通过

时域和频域的不确定性关系说明：信号的频带上限仅仅描述信号在时域上的总体

特性，而不能反映局部特性。也就是信号的频带上限并不能限制信号的局域跳变

率[89]。因此，在不改变目标环境的情况下，通过直接构造含有超级振荡效应的入

射场实现超分辨就成为了研究热点，并在光学成像中被广泛应用。由于发射源的

波长恒定，相应的场在整个空间的空间带宽同样受限于波长。但是根据超级振荡

理论，场在局部空间的跳变则是任意的且不受限于其空间带宽的。故可以合成一

个在成像区域以远高于空间带宽频率快速跳变的脉冲，通过这样的窄脉冲可以分

辨出远小于波长的两个目标的间距。一种典型例子是设计光学掩膜使得同一频率

的光束等长干涉后形成局部任意小于波长的聚焦区，如图 1.5 所示[79]。 

 

图 1.5 光学超振荡构造示意图 

这是一种借助二维阵列进行一维超级振荡的构造方式。通过设计光学掩膜使

得光束等长干涉后形成局部任意小于波长的聚焦区，大量实验验证了[80-83]利用超

振荡效应来获得小于衍射极限的特征的可行性。以上均为将超级振荡应用于干涉

中形成聚焦波束，进行超分辨光学成像的方式。虽然超级振荡信号在信息压缩、

超分辨成像等受 Nyquist 采样率限制的领域有极大的优势。相应带来的劣势在于：

随着超振荡拟合的离散点的跳变速率的提高，所需的信号能量将呈指数级增长。

超振荡这种在 ωmax 带宽内压缩 2ωmax 的过程，实际上是以信噪比为代价的，并不

违背香农定律[90]。Alex M. H. Wong 等人将以信噪比为代价突破带宽上限的超振

荡效应和以能量为代价突破口径极限的 Schelkunoff 超方向性天线阵联系起来，

并提出了超振荡信号的设计方法[87][88]。在此基础上，Alex 等人将超振荡函数引

入雷达成像系统的点扩散函数（PSF）设计中[84-86]，在微波波段实现超振荡效应。

然而，以上超振荡设计中，均需要多频函数叠加，故仅用于微波波段的 PSF 设

相干光波 

掩膜 t(x) 

焦点 
D/2 −D/2 

旁瓣 

视场 

δ(x) 
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计。由于多频叠加的场分布为时变场，难以运用到逆散射的成像反演中。李廉林

等人发现单频的涡旋电磁波（OAM）天然具有超振荡效应，并指出超振荡波束在

层析衍射成像有超分辨潜力[86]。然而 OAM 在线性反演方法中的超分辨成像效果

存在质疑，有学者论证 OAM 的成像性能并没有超越 MIMO 的理论极限[91]。因

此，超振荡效应在微波成像领域的作用仍有待进一步发掘。 

从以上示例中可以看出，这三种超分辨手段中：倏逝波放大仅适用于近场成

像，而倏逝波转为传输波和超振荡效应则不受传播距离的限制。但是第二种方法

需要设计并在目标周围布置合适的介质材料，从而达到精确已知目标周围环境的

目的，从本质上限制了其在远场的应用条件。故利用超振荡效应则是真正不依靠

强先验信息也不受限与传播距离的超分辨手段。实际上，入射场的超振荡效应本

质上是谱域和空域测不准的表现，故超振荡所利用的先验是成像区域的大小。在

逆散射成像中，由于入射场和散射场是线性关系，故入射场的线性组合可以等价

为散射场的线性组合。对入射场的超振荡设计可以直接等价为对成像方程的线性

组合，从而将物理超分辨手段转为方程的正则化。由此，物理超分辨和数学超分

辨方法在逆散射成像问题中可以统一。 

1.3   本文的主要内容以及创新 

逆散射成像应用中存在两大主要问题，即：混合边界条件问题和低频穿透的

分辨率问题。本文针对性的研究了混合边界条件下的成像模型和成像框架、基于

物理手段的超分辨成像方法和基于数学先验的超分辨成像方法，并在非均匀背景

扰动下讨论了相应的成像策略。本文研究内容的关系如下图所示 

 

图 1.6 研究内容关系图 

在混合边界问题的框架下，本文研究了对金属和非金属目标的重建方法。由

于现有的定量重建模型在不区分导体和介质目标情况下，导致重建的介质受导体

影响，无法精确定量恢复。故需要在区分导体和介质的前提下完成定量重建，本

混合参数模型 交替参数更新法 

1.混合边界条件问题 导体介质混合目标重建

基于超振荡效应 

的超分辨方法 

基于材料稀疏先验 

的超分辨方法 

基于物理模型2. 超分辨成像问题 基于数学先验

基于分区重建的超振荡效应优化 

3.非均匀背景问题 在混合边界条件下的应用
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文首次建立了混合参数模型，包含有定性区分导体和介质的传输系数以及定量重

建的对比度函数。其次，通过体等效原理，将混合参数模型拆解为仅关于导体的

定性重建参数和仅关于介质的定量重建参数的两组方程中。由于介质定量重建时，

阻抗矩阵中不包含导体零场部分的网络，故重建的病态性被弱化，实现了导体扰

动下的介质精确定量重建。而导体仅做定性重建规避了导体内零场的影响，病态

性同样弱于定量重建。最后，提出了交替参数更新法（APUM）完成导体和介质

的交替重建框架。在电磁仿真和实测数据上验证了该方案，所提方法能在已有算

法无法实现重建的导体和介质混杂的情况下准确重建二者。 

针对低频分辨率受限问题，在混合参数模型的基础上，本文继续研究了该问

题的成像分辨率，并挖掘其超分辨成像潜力。绝大多数成像体制的分辨率并不会

超过半工作波长，然而基于全波模型的非线性逆散射方法被多次验证存在超越极

限分辨率的结果。长期以来，关于该类方法超分辨能力的解释存在争议。本文首

次从超振荡效应的角度出发，给出了超振荡效应在非线性混频作用下保留目标高

频信息的解释。并从 Shannon 信道容量的角度建立了极限分辨率和信噪比与带宽

之间的联系。由于超振荡效应的广泛存在性，非线性逆散射成像天然的具有超半

波长极限分辨率的潜力。根据该非线性混频效应，本文首次提出了基于入射场优

化的非线性超分辨成像方法。传统的物理超分辨手段试图修改成像场景从而绕过

自由空间极限分辨率，获得非自由空间的极限分辨率。而本文所提方法在不修改

成像构型的前提下，仅对激励进行重加权即可充分挖掘可获取信息。电磁仿真和

实测数据验证了理论的可行性和所提方法的有效性，所提方法得到了比已有的超

分辨重建算法更好的重建效果。更进一步，本文首次说明了基于超振荡效应的物

理超分辨成像方法和数学上的非线性正则化措施之间的等价性，证明了非线性问

题的正则化约束可以将高维信息压缩至低维。换而言之，本文从物理超分辨方法

得到了其等价的数学措施。 

根据本文所提的物理超分辨方法和数学措施的等价性，本文进一步研究了基

于数学先验的非线性超分辨成像方法。现有的正则化措施要么仅适用于线性逆问

题，要么其先验和低频重建问题不相符合。由于现有重建问题的目标大多由有限

种类材料构成，故本文首次提出了非线性重建框架下的材料种类稀疏性约束。本

文创新性的在促进材料种类稀疏性的多层 Bayes 网络和求解非线性问题的

Krylov 子空间法之间建立联系，给出了基于材料种类稀疏正则化的非线性逆散射

成像方法。电磁仿真和实测数据均验证了所提方法的有效性，所提方法能得到比

已有超分辨重建算法更好的效果。 

由于本文研究背景建立在低频穿透性成像问题上，故大部分重建问题是在非

均匀背景下进行的。由于超振荡效应仅存在于局部区域，故本文首次提出了一种
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分区重建策略交替更新目标和背景，以便于对每一个子区优化超振荡入射场。当

重建第 n 个子区时，其它区域的影响被背景格林函数所替代。由此将重建维度从

全空间降维到被重建子区，降低存储复杂度。本文进一步说明了，将自由空间格

林函数替换为背景格林函数后，可实现的超振荡波形的空间频率会随着背景的对

比度增强而增强，以及重建区域的收缩而增强。由此，子区重建策略将全空间的

弱超振荡效应替换为局部的强超振荡效应，并实现各个子区的超分辨成像。电磁

仿真数据验证了所提方法的有效性。 

1.4   论文结构及内容安排 

论文共七章，每章的内容结构安排如下： 

第一章为绪论，首先概述了本文研究问题的应用背景和存在的工程问题，并

介绍该问题上国内外学者的当前研究现状。第二章介绍散射问题和逆散射问题的

理论基础，并介绍了逆散射问题的数学理论。第三章为混合边界问题的定量重建

方法研究。第四章为基于超振荡效应的逆散射超分辨方法研究。第五章为基于材

料稀疏先验的逆散射超分辨方法研究。第六章讨论了非均匀背景下的重建策略。

第七章对本文工作进行了细致全面的总结并对未来工作提出了展望。 
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2 第 2 章  逆散射问题的理论基础 

2.1   散射问题的基本理论 

在本节中，首先基于体等效原理给出散射问题的物理模型。由于该模型建立

在无限维函数空间，无法直接数值计算。故本节进一步交代散射模型的常见离散

化方法，并在散射问题的连续和离散化模型上分析正散射问题和逆散射问题的异

同点。由于电场和磁场的对偶性，磁性媒质的散射模型可以根据对偶关系从电性

媒质写出，故本节只考虑非磁性媒质。 

2.1.1   体等效原理 

一个典型的散射问题如图 2.1 (a)所示，密度 Jinc 的电流源激发入射场 Einc 和

Hinc 照射到介电常数分布为 ε(r)的空间内会激发散射场 Esca 和 Hsca，全空间的总

电场和总磁场分别为 E (r) = Einc(r) + Esca (r)和 H (r) = Hinc(r) + Hsca (r)。因此，模

型中不对一次散射或是二次散射作区分，而全部归为稳态散射场 Esca、Hsca。而

图 2.1 (b)中为自由空间问题，其中密度 Jinc 的电流源激发 Einc 和 Hinc照射到介电

常数为 ε0 的无目标自由空间中，故全空间的总电场和总磁场仅为 Einc和 Hinc。图 

2.1 (c)中同样为介电常数为 ε0 的自由空间，但是该空间中仅含有密度 Jeq 的体等

效电流，没有激发入射场的电流源 Jinc。我们令体等效电流产生的辐射场等于原

始散射问题中的散射场 Esca 和 Hsca。 

 

图 2.1 体等效原理示意图 

原始散射问题、自由空间问题和体等效问题中满足的 Maxwell 方程分别如下 
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其中，ω 为角频率。令原始问题的方程(2.1)减去自由空间问题的方程(2.2)得到 
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易见，(2.4)式右侧与体等效问题等价，故联立(2.1)和(2.4)得到 

 ( )0

eq j  = −J E  (2.5) 

密度分布为 Jeq = jω(ε−ε0)E 的电流在自由空间的辐射场等于原始问题的散射场。 

根据电场积分方程 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

0

, ,j G G d







 
    = − −  

 
E r r r J r r r r  (2.6) 

由电流连续性原理∙J = −ρ/ε0，自由空间的谐振电荷最终构成电流的散度源，因

此不存在独立电荷，进一步写为经典的并矢格林函数形式 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 02

0

0 0

1
1 ,

,

V

V

j G d
k

j d





 
    = − +   

 

  = −





E r r r J r r

G r r J r r

 (2.7) 

从(2.7)可以看出，当电流密度函数是 δ(r′)u 时，产生的电场就是格林函数。将(2.5)

代入自由空间矢量波动方程的解(2.7)，得到散射场和散射体本构参数的关系 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 , 1sca

r

V

k d   = −  E r G r r r E r r  (2.8) 

其中， r 是复相对介电常数，展开写为 

 ( ) ( )
( )

0

r r j


 


= −
r

r r  (2.9) 

其中，εr 为相对介电常数，σ 为电导率，该参数均属于散射体的本构特性。因此

(2.8)中的 ( )1r − 即为成像的目标函数，通常称为对比度函数 1r = − 。 

综上，完成散射问题的建模，散射体和散射场之间构成(2.8)的积分关系。 

2.1.2   散射问题的离散化方法 

在 2.1.1 中给出了非磁性散射体的复相对介电常数和散射场之间的关系(2.8)，

该方程是一个不可数维的积分方程。而要能在计算机中实现数值计算，则需要离

散化方程(2.8)。方程的离散化并不能简单通过插值完成，而需要保证离散化误差

随着离散化阶数的增加而一致收敛。 

(1) 矩量法 



第 2 章  逆散射问题的理论基础 

14 

 

给定基函数 ξn′和权函数 ζn，且二者张成的子空间 span{n′ξn′}= span{n′ ζn}。

则可以写出(2.8)中的场量在基函数子空间上的投影 

 ( ) ( )n ne d = E r ξ r r  (2.10) 

当基函数相互正交，且张成的子空间是场量所在函数空间的完备化空间时，有 

 ( ) ( )lim n n
n

n

e  
→



= E r ξ r  (2.11) 

由此可以保证离散化误差随展开阶数收敛，将散射场和总场进行(2.10)式基展开，

在误差小到可以忽略的前提下，可以将(2.8)写为 

 ( ) ( ) ( )2

0 0 ,sca

n n n n nn nV
e r k e d     

  = ξ G r r ξ r r  (2.12) 

由此完成方程各个函数的基函数展开。为了检验(2.12)的等式关系在子空间

span{n ′ ξn′}上始终成立，则要求(2.12)的残差在子空间上的投影为零。故有 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 , 0sca

n n n n n n

n nV

e k e d d    

 

 
  − = 

 
  ξ r G r r ξ r r r r  (2.13) 

对任意 n 都成立。由此将(2.8)离散化为 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 ,sca

n n n n n n

n n V

e d k e d d   

 

   =    ξ r ζ r r ζ r G r r ξ r r r  (2.14) 

当权函数和基函数具有相同的正交性时， 

 ( ) ( )
1

0
n n

n n
d

n n


=
= 


 ξ r ζ r r  (2.15) 

(2.14)写为 

 
( ) ( ) ( )

2

0

0 ,

sca

n nn n n

n

nn n n

V

e k G e

G d d

  



 

=

  =



  ζ r G r r ξ r r r
 (2.16) 

由此将(2.8)积分方程离散化为矩阵方程 esca = G∙ diag(e)∙ χ。其中，G 称为阻抗矩

阵，选择不同的基函数有不同的阻抗矩阵。 

         

图 2.2 矩形脉冲基离散化的二维问题 

ri 
ξn(r) 

ζn′(r) 

x 

y 散射体 

 自由空间 
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如图 2.2 以二维 TM 问题为例，电场方向为 z 方向，而散射体为沿着 z 轴无

限长的柱体。等效电流 Jeq 指向 z 仅为 x、y 的变量，故∙Jeq = ∙Jeq(x, y) = 0。则

(2.8)中的并矢格林函数简化为二维标量格林函数 G0(r, r′) = H0
(2)(k0|r−r′|)。选择面

积为 πa2 的矩形脉冲基作为基函数和点匹配作为权函数时，阻抗矩阵中的元素为 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

22
20

0 0

0 0

2

0 1 0

2

0 1 0 1 0

4

1
2

2

a

nn n n

n n

k
G H k d d

j

j ak H k a
n n

j ak J k a H k
n n



 





 



  = −

 −
− =


= 

− − 


  r r

r r

 (2.17) 

由此得到离散化的散射模型 

 ( )sca inc scadiag=  + e G e e χ  (2.18) 

在正散射问题中，已知散射体 χ 和照射源 einc求总场 e，上式可以写为 

 ( ) incdiag−  =e G χ e e  (2.19) 

构成第二类 Fredholm 积分方程。 

而在逆散射问题中，由于在测量过程中不能获得完整的散射场，仅能得到测

量区域 C 上的离散采样点，故格林函数写为 

 ( ) ( ) ( )2

0 0 0,C CG H k = −r r r r  (2.20) 

其离散化后记为 GC。已知散射场的测量 esca 和照射源 einc 求散射体 χ，(2.18)式可

以写为 

 ( ) ( )
1sca inc

C diag diag
−

=  −    e G I G χ e χ  (2.21) 

构成第一类 Fredholm 积分方程，且(2.21)是关于 χ 的非线性函数。 

(2) 多极子展开 

类似于矩量法，多极子展开同样是用一组加权的正交波函数来逼近连续维的

场量，通常一维问题用多阶平面波展开、二维问题用多阶柱面波展开、三维问题

用多阶球面波展开。在矩量法中，场量被波函数展开后先被代入电场积分方程

(2.8)，再通过权函数检验离散化误差。而此处与之相反，波函数展开的场量先被

代入权函数离散化后的网格边界，再根据离散网格的边界条件方程来检验离散化

误差。前者是先代入散射模型，后离散化检验模型误差；后者是先离散化，后代

入模型检验误差。此外，多极子展开模型中，考察的方程是边界条件方程，而非

电场积分方程。因此，由波函数描述的散射关系反映了散射体的边界条件，是一

个定性区分散射体的逆散射模型。 
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图 2.3 二维多极展开的离散化示意图 

如图 2.3 以二维 TM 波问题为例，场的多极展开写为各阶柱面波函数。则任

意场可以用柱面波函数展开表示 

 ( ) ( )0z a k


 

 


+

=−

= E r u r  (2.22) 

其中，γ 是展开阶数。将关注区域离散化为 rn 为圆心、R 为半径的任意小的圆形，

则其边界上 r 处有相应的入射场、传输场和散射场 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1

i

I
jinc

z i i

i

a q H k e




 
 

+
−

= =−

= −
r r

E r u r r  (2.23) 

 ( ) ( ) ( ) ( )njptran

z np p n n

p

b q J k e


+
− −

=−

= −
r r

E r u r r  (2.24) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1

n

P N
jpsca

z np p n

p P n

c H k e


+
− −

=− =

= − 
r r

E r u r r  (2.25) 

则(2.23)、(2.24)和(2.25)需要满足介质边界条件 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
n n

n n

inc sca trans

R R

inc sca trans

R R

− = − =

− = − =

  + = 

 + = 

r r r r

r r r r

E r E r E r

H r H r H r
 (2.26) 

或是导体边界条件 

 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

n

n

inc sca

R

inc sca

R

− =

− =

  + = 

 + = 

r r

r r

E r E r

H r H r
 (2.27) 

然而，(2.23)和(2.25)的波函数并不在 rn 处展开。故需要用 Graf 加法定理处理波

函数的平移得到 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

1 0

i n

n

j pI
inc j p i n

jpz i

i p p n

H k e
a q e

J k e

 
 



 

+ −+ +
+

− −

= =− =−

 −
=  

−  
 

r r

r r

r r
E r u

r r
 (2.28) 

ri 
rn 

r 

rn′ 

x 

y 散射体 

 自由空间 
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 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0

2

0

1 0

n

n n

n

jp

np p n

p
sca

j p lNz
p l n n

jln p jp
n p l l n
n n

c q H k e

H k e
c q

J k e e





 



+
− −

=−

− + −+ +
+

 − −
= =− =−


 
 −  

 
=   −

+  
−   

 



  

r r

r r

r r

r r

E r u r r

r r

 (2.29) 

其中，(2.29)的第一项是(2.25)在 rn 处展开， (2.29)的第二项是其余网格 rn′处的场

对 rn 处的贡献。将(2.24)、(2.28)和(2.29)代入边界条件(2.26)或是(2.27)，并将两个

边界条件联立得到 

 ( ),

, ,

1

1
N

p p p p

np n n n n n n n p

n p

c t i s c
+



   

 = =−

 
= + − 

 
   (2.30) 

其中， 

 
,

0

1
n n

n n

n n
 


= 

=
 (2.31) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )2,

, 0
n nj p pj p pp p

n n p p n ns e H k e
  − −−

  −= −
r r

r r  (2.32) 

构成源点的 p′阶波函数对场点的 p 阶波函数的贡献。 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0

1

i n

I
j pp j

n i p i n

i

i q q e e H k


 

 
 


+

+ −

+

= =−

= −
r r

r r  (2.33) 

为入射场在 rn 处的多极展开系数。故(2.30)括号内为总场在 rn 处的多极展开。此

外，当离散化小圆柱为介质时，其传输系数满足传输边界； 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 1 0

2 2

0 1 0 0 1

Transmission
n p p n p n pp

n

p n p n p p n

k J k R J k R k J k R J k R
t

k J k R H k R k H k R J k R

+ +

+ +

−
=

−
 (2.34) 

而当离散化小圆柱为导体时，其传输系数满足 Dirichlet 边界条件 

 
( )

( ) ( )
0

2

0

Dirichlet
pp

n

p

J k R
t

H k R
= −  (2.35) 

分别是介质和导体边界条件下的传输系数，可以用作唯一确定散射体的函数。此

外，传输系数还可以扩展到理想磁体和有耗媒质边界 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0 0

2 2

0 0

0

2

0

Robin

Neumman

p p

p pp

n

p

p

j J k R J k R

j H k R H k R
t

J k R

H k R





+
−

+
= 


 −
 

 (2.36) 

综上，(2.30)描述了多极子展开下的等效体电流 Jeq = jω(ε – ε0)E。将(2.30)代入

(2.25)得到离散化的散射问题模型 

 ( )sca

multi diag=  +  e G i S c t  (2.37) 
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其中，esca = Gmulti∙c。 

在正散射问题中，已知散射体 t 和照射源 i 求散射场 c，上式可以写为 

 ( ) ( )diag diag −   =  I S t c i t  (2.38) 

构成第二类 Fredholm 积分方程。 

而在逆散射问题中，已知散射场的测量 esca 和照射源 i 求散射体 t，上式可以

写为 

 ( ) ( )sca

multi diag diag=   −    e G I S t i t  (2.39) 

构成第一类 Fredholm 积分方程，且(2.21)是关于 t 的非线性函数。 

2.1.3   散射问题的求解方法 

本节中，我们通过体等效原理给出了散射问题的物理模型，通过矩量法、多

极展开以及混合方法将该连续维的物理问题投影到有限维度的离散问题上。通常

这类离散化方法常见于电磁仿真中 RCS 的计算等问题中，在这类问题中，入射

场 einc 和散射体{χ, t}是已知的，而散射场 esca 为待求变量，根据 2.1.2 节中的离

散化方法得到正问题为 

 
( ) ( )

( ) ( )

inc scadiag diag

diag diag

  = −    

 = −    

G χ e I G χ e

t i I S t c
 (2.40) 

该方程是一个典型的第二类 Fredholm 积分方程，后面我们将说明该方程良态可

解。易见，当固定散射体构型时，散射场和入射场之间线性相关。因此正问题的

求解是一个简单的线性逆问题，通常通过共轭梯度快速傅里叶方法（CG-FFT）

方法求解[92]。 

由于阻抗矩阵 G 和坐标转移矩阵 S 均为 Toeplitz 矩阵，故该矩阵和向量的

乘积可以用快速傅里叶变换加速，由此将(2.40)写为 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

inc sca scadiag IFFT FFT FFT

diag IFFT FFT FFT

  = −
 

 = −   

G χ e e g χ e

t i c S t c
 (2.41) 

由此将 N×N 维矩阵乘法简化为 N×1 维向量点乘。由于(2.41)两式形式相近，故不

失一般性的用如下表示代替 

 ( ) ( )IFFT FFT FFT= − =  y x g x Lx  (2.42) 

其中 L 为简化表示的算子。求解(2.42)的共轭梯度法计算流程如表格 2-1 所示。 

表格 2-1 CG-FFT 方法流程 

输入：测量 y, 误差容忍门限 t; 

初始化 x0，v0 = 0, g0 = 1； 
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For i = 1: Imax 

更新余差 ri = y – Lxi； 

更新共轭梯度 gi = L* ri / ||y||2; 

更新迭代方向 vi = gi + v i−1 ||gi||
2/||gi−1||

2; 

更新步长 αi = ||gi||
2/||Lvi||

2; 

更新目标函数 xi = x i−1 +αi vi； 

更新代价函数 Fi = ||ri||
2/||y||2; 

IF Fi < t : 

    终止迭代 

END 

END 

输出：目标函数 xi 

 

图 2.4 矩量法、多极子和解析解对比 

由于共轭梯度法是一种正交搜索解空间的方法，故对良态的凸问题能保证最

多 N 步收敛。计算半径 λ/8，相对介电常数为 5 的单个介质圆柱的散射场，计算

域大小为 λ/2×λ/2。分别将离散化网格数 30×30 的矩量法结果、50×50 网格的零阶

多极子展开结果和解析解[10]进行对比。其中，解析解的总场写为 

0 度入射 90 度入射 180 度入射 270 度入射 

2λ 

处的 

散射场 

±λ/2 

处 

的 

总 

场 

解
析
解 

矩
量
法 

多
极
子 



第 2 章  逆散射问题的理论基础 

20 

 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 20
0 0 0

20
0

0 1 0 1 0

2 2

0 1 0 1 0

2 2

0 1 0 0 0 0 1 0

1

4

4

i

i

L
jl

i l i l l l

l L
L

jl

i l l i l t

l L

t l l t l t l

l

l t l t l t l

l l l l

l

t l

a H k r e J k r r H k r r R

a t H k r e J k r r R

k J k R J k R k J k R J k R
r

k J k R H k R k J k R H k R

k J k R H k R k J k R H k R
t

k J

 

 





+
−

=−
+

−

=−

+ +

+ +

+ +

+


 − +   

= 
 − 


−
=

−

−
=




E r

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 1 0t l l t lk R H k R k J k R H k R+−

 (2.43) 

其中，R 为介质柱半径，kt 为柱内波数，αi 为位置 ri 处激励线源的权重，rl 和 tl 分

别为介质柱表明反射系数和透射系数。 

不同角度的距离原点 3λ 的线源照射下，距离圆柱中心 2λ 的散射场幅度和计

算区内的总场分布如图 2.4 所示。易见，即使是计算离散化仅有 4×4 个网格的散

射体，也能得到和解析解基本一致的结果，验证了该方法的准确性。 

2.2   逆散射问题的基本理论 

在逆散射重建问题中，散射体{χ, t}是待求的未知变量，因此需要根据入射场

einc 和散射场 esca 的测量值反推散射体。相应的离散方程分别为 

 
( ) ( )

( ) ( )

1

1

sca inc

C

sca

multi

diag diag

diag diag

−

−

=  −    

=  −    

e G I χ G e χ

e G I t S i t

  

其中，[I – diag(χ)∙GD] −1diag(einc)、[I – diag(t)∙GD] −1diag(einc)分别为总场和总场的

多极展开权重。可见，逆散射问题中的散射体的对比度和散射场之间构成非线性

关系，况且该逆问题是一个病态问题。因此，大多数逆散射算法设计有两大重心：

第一是非线性问题的线性化方法，第二是病态问题的正则化方法。前者是由散射

过程的物理性质决定，后者则由逆问题的数学性质决定，因此本小节主要介绍非

线性问题的线性化方法。 

(1) 逆源方法 

一种典型的线性重建方法是通过变量替换的方式将非线性因素归于变量本

身，即用等效源 diag(e) χ 作为目标函数进行定性重建，由此产生了逆源重建方

法。逆源问题的连续和离散方程分别为 

 
( ) ( ) ( )2

0 0 ,sca

V

sca

C

k d  =

= 

E r G r r w r r

e G w

  

通常逆源方法在处理大尺寸散射体时，计算复杂度和未知量个数随着网格数的增

加而增加，故基于逆快速多极子（IFMM）方法被提出。该方法将远组的影响转
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换为平面波，并通过后向传播解（BP）求得，从而降低计算复杂度[93]。然而，由

于对比度源本身是关于入射场的函数，故不同次测量的结果无法做相干处理。另

一种线性化方法则参考 Taylor 展开的思路，通过一个线性问题逼近原始的非线

性问题，以 Born 和 Rytov 近似为典型[94]。 

(2) Born 近似和 Rytov 近似 

一阶 Born 近似（BA）做出了弱散射假设，而 Rytov 近似（RA）则做了电大尺寸

线性相位假设，二者均使得[I – diag(χ)∙GD] ≈ I，得到的连续和离散方程分别为 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

0 0 ,sca inc

V

sca inc

C

k d

diag

   =

=  

E r G r r E r r r

e G e χ

 (2.44) 

由此得到一阶近似下的线性逆散射模型。如果进一步做远场假设，则测量的散射

场和入射场均为写为平面波 

 ( )
( )

( ) 002

0

exp m jksca

m i
V

i m

jk
k e d 

− −
− −

 
−

 
ir r

r r
E r r r

r r
 

上式构成了常见的雷达回波的谱域表达式。可见，常见远场条件下的电大尺寸逆

散射问题就是经典的雷达成像问题。然而实际问题中，大多数目标为强散射体，

这导致弱散射近似存在较大的局限性[39]。因此，做高阶线性展开，通过迭代的方

式拟合非线性过程成为了逆散射重建的主流方法。 

(3) Born 迭代类方法 

经典的迭代方法则从 Born 近似发展而来，首先求解 BA 问题获得目标函数

初值，根据该初值求解正问题更新总场，并将更新的总场代入下一次迭代中作为

BA 的入射场，由此循环迭代直到收敛。其迭代流程如下 

 ( )

( )

0

1

1

arg min

inc

sca

n C n

inc

n D n n

diag

diag

−

−

=

= −  

= +  

χ

e e

χ e G e χ

e e G e χ

  

由此得到 Born 迭代法（BIM）[41]。易见 BIM 的迭代余差关系为 

 ( )1 1 0

n

n n n− −= − = −r r Lr I L r   

其中，L 为(2.42)中的正过程算子，可见上式的余差收敛性建立在算子范数||I − L||

小于 1 的前提下。而满足该收敛性则需要 L 中 G∙diag(χ)足够小，即弱散射条件

成立，因此 BIM 方法并没有脱离受限于弱散射假设的局限性[26]。在此基础上衍

生了变形 Born 迭代（DBIM）和变分 Born 迭代（VBIM），前者将上一步迭代出

的散射体影响归入下一步的格林函数内，后者则将上一步的迭代余差作为下一步
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的测量更新散射体对比度的残差[95][96]。这两类方法均为二阶迭代，等价于求解非

线性方程的 Newton–Kantorovich 方法，故收敛速度高于 BIM 方法，但是并没有

改变其受限于弱散射条件的问题[97]。 

(4) 对比度源-扩展 Born 近似法 

对该问题的改进则建立在扩展 Born 近似（EBA）上，考虑格林函数随着场

点和源点接近时指数增大的性质，在 EBA 中对(2.8)做出如下近似 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0 0 0, ,
V V

k d k d        G r r r E r r E r G r r r r   

由此得到 

 ( )
1

0

incdiag
−

= −  e I G χ e   

由于总场乘以目标函数 χ 即构成等效电流，因此参考逆源方法打包目标函数的非

线性，并在此基础上抛去入射场的影响以便于相干处理[98]，定义中间变量为 

 ( )
1

0diag
−

= −  w I G χ χ   

由此将非线性方程的求解拆分为两步，首先求解中间变量 w，再根据 w 求 χ： 

 
( )

( )

arg min

arg min

sca inc

C

D

diag

diag

= −  

= − −  

w

χ

w e G e w

χ I G χ w χ
  

由此得到了逆源-扩展 Born 方法（CS-EB）[99]。可以证明，基于 EBA 的非线性

求解方法 CS-EB 能有效处理高对比度的强散射体[100]。 

(5) 逆对比度源法 

逆对比度源（CSI）方法虽然早于 CS-EB 被提出，却在非线性问题上有着更

为有效而广泛的应用[37][47-50][52-58]。不同于 CS-EB 方法仅做两步求解，CSI 通过

交替迭代中间变量 w 和目标函数 χ 完成非线性拟合。CSI 定义对比度源为中间变

量 

 ( ) ( ) ( )=w r E r r   

由此将非线性问题拆分为关于对比度源的测量方程和关于对比度函数的状态方

程 

 
( )

sca

C

inc

Ddiag

 = 


= + 

e G w

w e G w χ
  

通过最小化测量方程和状态方程的余差来交替更新对比度源和对比度函数。其中，

CSI 第 n 步的更新表达式为： 
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( )

( )

( )

1

1

arg min

arg min

incsca
D nC

n sca inc

n

inc

n n D n

diag

diag

diag

−

−

− + − 
= +



= − + 

w

χ

w e G w χe G w
w

e e χ

χ w e G w χ

  

可见，不同于逆源方法和 CS-EB，CSI 在更新对比度源 w 时额外引入了状态方程

的余差约束解空间，故能获取更准确的结果。因此，CSI 方法适用于 Born 类方

法无法处理的高对比度强散射目标[124]。 

(6) 定量线性采样法 

易见 CS-EB 和 CSI 方法均通过引入中间变量对非线性问题进行拆解，且该

中间变量往往是定性重建的目标函数。参考这一思路，基于指示函数的线性采样

方法（LSM）被提出。其中，指数函数定义为 

 ( ) ( ) ( )0, ,sca

s i i s z
C

d G  =  r r E r r r r u  

其中，ri 和 C 分别为激励源的位置和所在区域，uz 为散射场矢量方向，rs 称为采

样点。指示函数将散射场映射为采样点处的冲激源辐射场，从定义可得，指示函

数 ξ 和打包总场非线性效应的对比度源 w 互补： 

 ( ) ( ) ( ),s i i i s z
C

d  = −  r r w r r r r u  (2.45) 

故当采样点在等效源处时 ξ(rs, ri)有值，而采样点在等效源外时 ξ(rs, ri)发散[102]。

因此，ξ(rs, ri)是等效电流的指示函数，被用于定性重建。在(2.8)两侧同时与该函

数内积得到 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 0 0

2

0 0

, , ,

, ,

inc

s z s i i
V C

inc

s
V

G k d d

k d

 



    =
 

   =

 



r r u G r r r E r r r r r

G r r r Ψ r r r

 

由此得到关于目标函数 χ 的定量重建方程。对上式离散化后可以得到定量线性采

样方法（QLSM）的两个问题 

 
( )

0

0 0

arg min

arg min

sca

inc

Ddiag

=  −

= −  +

ξ

χ

ξ ξ e g

χ g G ξ e g χ
 

其中 g0 离散化后格林函数的向量，由此将非线性逆散射问题拆分为两个线性问

题求解。由于 QLSM 经过指示函数映射后的散射场精确已知，故可以任意增加

虚拟测量点来扩充定量重建方程的测量数据[103]。由于总场和散射场的线性关系，

这种虚拟测量等价于在测量方程两侧同乘以预条件矩阵[104]。由于指示函数在目

标外发散，故指示函数不存在可逼近的真值。而虚拟实验建立在对指示函数的精
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确求解上，因此 QLSM 的定量重建精度并不高。 

随着重建目标的对比度增大，当算子[I – diag(χ)∙GD]中单位算子远小于 χ 的

取值时，该矩阵的条件数增大从而提高非线性逆散射的病态性。虽然以上 BIM、

CS-EB、CSI 和 QLSM 均能实现非线性定量逆散射重建的任务，但是随着方程病

态性的增加，仅依靠非线性重建算法也无法处理更高对比度的强散射目标。因此，

逆散射重建的另一个研究重点在于病态问题的正则化理论。 

2.3   逆散射问题的数学理论 

在《自然哲学的数学原理》中，牛顿打下了现代科学研究的基础，即用严谨

的数学语言来解析自然界的物理问题，确保自洽的逻辑完全主导理论的论述、推

演和检验过程。由此将经验和归纳为主的自然认识拔高到了公理和定理体系构建

的现代物理学，减少了对自然科学探索中因个人经验和粗糙逻辑带来的弯路。 

现实世界的物理问题在宏观上总是无限或不可数维的，无限维空间和有限维

空间有着质的区别，故不能简单诉求于矩阵类方法的结论。数学分析中有大量违

背直觉的反例来说明：有限维的结论无法通过归纳而扩展到无限维。而在抽象函

数空间得到的结论更具有普适性，也更能严谨的反映物理问题的本源。因此，在

给出散射问题的物理模型后，本节将从数学分析的角度来论述散射问题所属的一

大类问题的数学原理。 

2.3.1   逆问题概述 

给定散射问题的模型后，首先需要研究该类问题是否可逆，即方程是否可解。

在此基础上，我们会说明为什么逆散射问题的求解比正散射问题的求解更困难。

其次，我们将给出对该类问题可逆性的评价标准。 

由于散射是一个真实的物理问题，因此对方程可逆性的研究需要回溯到离散

化前的不可数维积分方程上。为了方便表示这类问题，我们将在抽象空间上定义

该方程的映射关系。对定义在复数域 Ω 上的函数 f (t) ∈ X，有范数 

 ( ) ( )( )
1 p

p

f t f t d=   (2.46) 

其中，μ 为 Ω 上的 Lebesgue 测度，p 为正数。则(Ω, X, μ)依范数(2.46)构成赋范空

间 Lp (Ω, X, μ)，且可以证明该空间是完备的 Banach 空间。通常场量和散射体均

为能量有限函数，故可以定义在在平方可积函数空间 L2 上。对于任意 L2 (Ω, X, μ)

上的函数 f (t)和 g (t)，可以在其上定义内积 

 ( ) ( ) ( ) ( ),f t g t f t g t d=   (2.47) 

可以证明该内积可以诱导出范数(2.46)，且 L2 (Ω, X, μ)依内积(2.47)构成 Hilbert 空
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间。由此确定讨论函数所在的抽象空间，在该空间上有 Banach 逆算子定理[105]： 

定理 2.3.1： 

给定 Banach 空间 X、Y，K 是 X 到 Y 的映射。若 K 是有界线性算子，且实现

了 X→Y 的一一映射，则 K-1 是有界算子，即算子 K 可逆。 

可逆算子又称为正则算子，该算子对应由 Hadamard 在 1923 年提出的良态

问题的定义：如果算子方程 Kx = y 是良态的，则如下三个条件必须均成立 

⚫ 存在性：对任意 y∈Y，存在 x∈X 使得 Kx = y； 

⚫ 唯一性：对任意 y∈Y，有且仅有唯一的 x∈X 使得 Kx = y； 

⚫ 稳定性：解连续依赖于数据，对任意 Kxn → Kx 总有 xn → x。 

易见，定理中定义 Banach 空间上的映射保证了解的存在性；而限制 X→Y 上的

一一映射确保了解的唯一性；最后约束 K 是有界线性算子保证了解的稳定性。当

算子 K 不满足以上任意条件，就构成了不可逆算子，相应的 Kx = y 称为病态问

题。即 

⚫ 无解：对任意 y∈Y，不存在 x∈X 使得 Kx = y，例如超定问题； 

⚫ 无唯一解：对任意 y∈Y，有非唯一的 x∈X 使得 Kx = y，例如欠定问题; 

⚫ 无收敛解：解不连续依赖于数据，任意微小扰动会导致解发散，例如有

噪问题。 

综上，Banach 逆算子定理对当前函数空间上算子的可逆与否提供了明确的

界定。根据该界定，可以证明该空间上一大类算子——紧算子不符合可逆算子的

定义。在说明之前，先直接给出如下引理[105]： 

Riesz 引理： 

设 M 是线性赋范空间 X 的一个真闭子空间，那么对于任意 ε∈(0, 1)，存在

x∈X 且||x|| = 1 使得 ρ(x, M) ≥ ε。其中 ρ(x, M) = inf{ ρ(x, y)| y∈M}。 

根据 Riesz 引理，可以证明如下定理： 

定理 2.3.2： 

给定 Banach 空间 X、Y，线性紧算子 K 是 X 到 Y 的映射。则算子 K 的值域

R(K)是闭的，当且仅当 K 是有限秩算子。 

由 K 是有限秩算子可以推知 R(K)是有限维，故可以通过假设 R(K)是无限维空间

反证，证明过程如下： 

由 R(K)是 Banach 空间 Y 的闭的子空间可知 R(K)是完备的子空间。进而由

Baire 纲定理可知 R(K)是第二纲集，即 R(K)存在内点（或者说 R(K)包含某个开

球）。令内点为 x0，必存在关于 x0 的邻域 S(x0, ε) ⊂ R(K)，其中 ε > 0。则可以通

过构造出邻域内一组不收敛的子列来说明 S(x0, ε)不是致密集，构造方法如下。 

任意取 S(x0, ε)内的单位向量 x1，‖x1‖=1，构造由 x1 在 S(x0 , ε)内张成的一维子空间
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S1={x| x = αx1, x∈S}。由于任意线性赋范空间的有限维空间是闭子空间，故 S1 是

S(x0, ε)内的闭子空间[105]。根据 Riesz 引理，存在 x2∈S，‖x2‖=1，使得 ρ(x2, S1) > 

1/ε（若 ε < 1，则设为 1/2）。进而构造由 x1 和 x2 张成的二维子空间 S2。同理 S2 是

S 上的闭子空间，并可以根据 Riesz 引理找到 x2 使得 ρ(x3, S2) > 1/ε。重复搜下去

就可以构造出一列单位向量{xk| k=1,2,3,…}和一列闭子空间{Sk}。满足{Sk}⊂{x1, 

x2, …, xk }，且 ρ(xk+1, Sk) > 1/ε。故对 μ > ν 有 

 ( ) ( )1

1
, ,vx x x R x R     


−−     (2.48) 

可见在 S(x0 ,ε)内构造出的点列{xk}并不收敛，即 R(K)内存在不收敛的点列。由于

紧算子的值域为致密集，而 R(K)内存在不收敛的点列与 K 是紧算子的条件相互

矛盾。故假设不成立，值域 R(K)是闭的当且仅当 R(K)是有限维的。 

根据该定理，可以得到如下推论： 

推论 1  

无限维 Banach 空间 X、Y 上的紧算子 K: X→Y 一定不是线性有界算子。 

假设紧算子 K 是线性有界算子，由定理 2.3.2 可知 R(K)一定是开集。则令定

义域内的单位开球为 O(0,1)∈X，有 K O(0,1)∈Y 是开集且致密。类似定理 2.3.2 的

证明过程，我们可以通过 Riesz 引理进行构造证明无限维 Banach 空间的开球不

致密。故假设不成立，紧算子 K 不是线性有界算子。 

根据定理 2.3.1 可知，L2 (Ω, X, μ)上的紧算子不可逆。接下来说明 L2 (Ω, X, μ)

上的第一类 Fredholm 积分算子是紧算子。 

给定 K(s, t) ∈ L2(R)，其中 R[a, b]是[a, b]×[a, b]，-∞ < a < b < +∞。在 L2[a, b]

上，作算子 

 ( )( ) ( ) ( )  2, , ,
b

a
K s K s t t dt L a b  =   (2.49) 

证明平面上的阶梯函数全体 J 在 L2[a, b]中稠密，就能找到某些矩形集 Rν = 

(aν, bν) × (cν, dν) ⊂ R[a, b] 的特征函数 χRν (s, t) = χ(aν, bν) (s) χ(cν, dν) (t)的线性组合

( ) ( )
1

, ,
m

n RK s t s t 
 

=
= ，满足||K(s, t) – Kn(s, t)|| → 0  

 ( ) ( )
[ , ]

2

, , 0
a b

n
R

K s t K s t dsdt− →  (2.50) 

首先，任意给定有理数 1/n ∈Q，且 1/n < (b-a)。构造一组可列个互不相交的开矩

形{(a + p/n, a + (p+1) /n) × (a + q/n, a + (q+1) /n)} ⊃ R[a, b]。由于有理数集合在实数

集中稠密，则对任意(s, t)∈R[a, b]，其在邻域 S(s, δ) × S(t, δ)内，对任意 δ > 0，总

存在 n 使得(a + p/n, a + (p+1) /n)∈S(s, δ)和(a + q/n, a + (q+1) /n) ∈S(t, δ)。则任

意给定 f (s, t)∈L2[a, b]，可以构造阶梯函数 

 ( )
( 1) ,

, ( , )
( 1)

n

a p n s a p n
f s t f a p n a q n

a q n t a q n

+   + +
 + +

+   + +
 (2.51) 
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故有 

 ( ) ( )
 ,

2

lim , , 0
a b

n
Rn

f s t f s t dsdt
→

− →  (2.52) 

故平面上的阶梯函数全体 J 在 L2[a, b]中稠密。由(2.50)可知，‖Kn−K‖→0。故只要

证明 Kn 是 L2[a, b]→L2[a, b]上的紧算子，就可以证明 K 是 L2[a, b]→L2[a, b]上的

紧算子。对任意 φ∈L2[a, b]有 

 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
1

,
b

n n
a

m b

a b c da

K s K s t t dt

s t t dt    


 

   
=

=

=



 
 (2.53) 

可见，Kn 的值落在{χ(aν, bν) (s)}(ν=1,2,…, m)张成的线性子空间内，该子空间是可

数维的（m→∞）。故 Kn 是紧算子，进而推知 K 是紧算子。 

综上，第一类 Fredholm 积分算子将不可数维空间 L2[a, b]映射为可数维空间

{χ(aν, bν) (s)}，从而导致了病态性。而第二类 Fredholm 积分算子的可逆性则可以

由 Fredholm 二择一定理证明[24]： 

定理 2.3.3： 

给定线性赋范空间 X 及其上的紧算子 K: X → X，则以下两种可能有且只有

一个发生： 

1. 存在 x∈X 且 x ≠ 0，使得 x – Kx = 0; 

2. 对任意 y∈X，存在唯一的 x∈X，使得 x – Kx = y。 

易见，当 K 是第一类 Fredholm 积分算子时，第二类 Fredholm 积分算子(I – 

K)是有界线性算子。因此，正散射问题(2.19)和(2.38)均为良态问题，而逆散射问

题(2.21)和(2.39)均为病态问题。 

为了衡量病态问题对方程求解的影响，也为了方便后续对逆问题算法的评价，

定义在观测量受到扰动时，解可以偏离的最大误差称为“最坏条件误差”。 

考虑线性有界算子 K: X→Y 是 Banach 空间之间的映射，且有子空间 X1 ⸦ X。

令范数||∙||1 是子空间 X1 上比||∙||的更强的范数（即：对任意 x∈X1，存在 k ∈ (0, 

1)使得||x|| ≤ k||x||1）。由此可以定义如下最坏条件误差： 

 ( )  11 1
, , : sup : , ,F E x x X Kx x E • =     (2.54) 

以上就是给定数据误差在 δ 以内和先验信息||x||1 ≤ E 时的最坏条件误差，其中先

验信息||x||1 ≤ E 表示将解空间 x 限制在 X1 上。 

易见，当方程 y = Kx 良态时，逆算子是有界算子，由算子范数定义可知||x|| 

≤ ||K−1||∙||Kx|| ≤ δ||K−1||。故当数据误差 δ 收敛到 0 时，最坏条件误差同样收敛到 0。

即使是良态问题，也不存在消除误差的情况，仅是保证解的偏差和数据偏差一致。

而对于 K 是紧算子的情况，当令||∙||1 和||∙||等价时，有如下引理[13]： 
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引理 2： 

对线性紧算子 K: X→Y，假设 X/N(K)为无限维。则对任意 E > 0，总存在 c > 

0, δ0 > 0 使得 F(δ, E, ||∙||) ≥ c 对任意 δ∈(0, δ0)成立。 

其中，N(K)为算子的零空间，X/N(K)表示 X 中零空间的补空间。 

对于病态逆问题，在不约束解空间的情况下，不论测量误差有多小，最坏条

件误差都可以达到任意大。该结论对应于病态问题的不稳定性，即任意小的扰动

都会让解发散。而根据定理 2.3.2 的证明可以得知其根源在于紧算子的值域 R(K)

不构成完备的子空间，故无法获得有界的逆算子。然而任意线性赋范空间的共轭

空间是完备的，因此可以在 R(K)的共轭空间找到其对应的完备化。通过约束共轭

算子的定义域||y*||Y* ≤ E 来使用对其值域||x*||的约束，在保范同构统一化下等价

于约束算子的解空间||x||。因此，有如下定理[13] 

定理 2.3.4： 

令 X, Y 是 Hilbert 空间，并有线性紧算子 K: X→Y 且算子的值域 R(K)为稠密

集。令其共轭算子为：K*: X→Y 

1) 令子空间 X1: = R(K*)，且对任意 x∈X1 有||x||1: = ||(K*)−1x||Y。则： 

 ( )
1

, ,F E E   (2.55) 

且对任意 E > 0，存在 δn → 0 使得 F(δn, E, ||∙||1) = δn
1/2 E1/2。 

2) 令子空间 X2: = R(K*K)，对任意 x∈X2 有||x||2: = ||(K*K)−1x||X。则： 

 ( ) 2 3 1 3

2
, ,F E E   (2.56) 

且对任意 E > 0，存在 δn → 0 使得 F(δn, E, ||∙||1) = δn
2/3 E1/3。 

令 x*= K*y*∈X1 则|| x*||1 = ||(K*)−1 K*y*||Y* = ||y*||Y* ≤ E，则有 

 
2

* * * * * * * *, ,x x K y Kx y Kx y E= =  =  (2.57) 

由于 Hilbert 空间是自伴的，故可以在保范同构统一化的前提下得到(2.55)。同理

可以证明(2.56)。 

根据定理 2.3.4 可见，当数据受到扰动时，对解空间的约束能避免解的发散。

由此保证了稳定性，从而将不可逆的病态问题转化为可逆的良态问题。因此，需

要进一步讨论将病态问题转化为良态问题的数学框架，即正则化。 

2.3.2   病态逆问题的正则化理论 

在 2.3.1 中说明了逆散射问题的病态性，并将其与良态的正散射问题区分开。

此外，最坏条件误差的定义给逆问题的病态性提供了一个的衡量标准。在无解空

间约束下的最坏条件误差可以任意大。而解空间的约束越强，误差随数据误差收
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敛阶数越高。由于抽象空间的结论具有普适性，故我们可以将大多数的方程求解

方法放到统一的框架下来进行论述，即病态问题的正则化。 

将病态问题转换为良态问题等价于用可逆算子来逼近原始的不可逆算子。因

此，当给定 Banach 空间 X、Y 及其上的线性紧算子 K: X→Y。一个正则化策略是

构造一族线性有界算子 Rα: Y → X, λ > 0 对任意 x∈X 满足： 

 
0

lim R Kx x
→

=  (2.58) 

即 RαK 逐点收敛于单位算子。其中，α 称为正则化参数。易见，(2.58)是对 x 的

渐进无偏估计。 

当数据有扰动时 yδ = y + δ，则根据正则化策略的定义，有 xα,δ = Rα y
δ 的误差 

 
( )

,

1

x x R y y R Kx x

R R K y

  

 

  −

−  − + −

= + −
 (2.59) 

易见，解的偏差由数据扰动 δ||Rα||和逆算子逼近程度||(Rα− K−1)y||共同决定。当 λ→0

时，||Rα||→|| K−1||并不收敛，从而放大数据扰动。而当 α 增大时，(2.59)后项误差

则随之增大，因此需要合适的正则化策略 α(δ)以保证误差是可以接受的。 

一个 α = α(δ)的正则化策略被称为“可接受的策略”必须满足对任意 x∈X，有： 

 ( )
0

lim 0


 
→

=  (2.60) 

 
( ) 

0
limsup : , 0R y x y Y Kx y  

 


→
→  −  =  (2.61) 

而当(2.61)收敛速率和最坏条件误差(2.55)和(2.56)一致或是更高时，则被称为“最

优的策略”。据此来评价正则化策略的优劣。为了在紧算子中检验该正则化策略，

首先给出紧算子的奇异系展开。算子的特征值定义为存在 x∈X，满足(λI − K)x = 

0 的 λ。由于可数维空间在紧算子的值域中稠密，紧算子最多只有可数个不同的

特征值，且无 0 以外的聚点。因此可以定义紧算子的奇异系分解为： 

给定线性紧算子 K 及其共轭算子 K*: Y*→X*，有自伴算子 K*K: X→X 的特征

值 λj（j∈J），令 μj = λj
−1/2 为算子 K 的奇异值。则存在一组标准直交系{xj}∈X 和

{yj}∈Y 满足 

 *

j j j

j j j

Kx y
j J

K y x





=
 

=
 (2.62) 

则称直交系(μj, xj, yj)为算子 K 的奇异系。由于标准直交系满足 x = x0 + ∑j <x, xj> xj

和 y = y0 + ∑j <y, yj> yj，故有 

 ,j j jj
Kx x x y=  (2.63) 

假设算子可逆时，则有 
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, j

jj
j

y y
x x


=  (2.64) 

然而，紧算子的特征值聚点为 0，故其奇异值由大到小排序收敛到 0，(2.64)的分

母会导致解发散，故需要正则化因子限制该项。 

给定将二元域(α, μ)映射到实数域 R 的泛函 q，其中 α∈(0, ∞)，μ∈(0, ||K||]。

泛函 q 符合算子 K 的正则化因子，当且仅当[13]： 

1) 任意 α∈(0, ∞)，μ∈(0, ||K||]，有|q(α, μ)| ≤ 1； 

2) 任意 α∈(0, ∞)，μ∈(0, ||K||]，存在 c(α)满足|q(α, μ)| ≤ c(α) μ； 

3) 任意 μ∈(0, ||K||]，α→0，有 q(α, μ) →1。 

若 α 又满足 δ→0 时 α(δ) →0，则算子 

 
( ),

: ,
j

j jj
j

q
R y y y x

 


=  (2.65) 

构成满足|| Rα || ≤ c(α)的可接受的正则化策略。可见，正则化因子起到了对逆

算子的谱做滤波的作用。 

(1) Tikhonov 正则化 

给定 Banach 空间上的紧算子 K: X→Y，则||Kẋ−y|| ≤ ||Kx−y||对任意 x∈X 成立

的前提是 K*Kẋ = K*y。由于紧算子不可逆，故这样的最优解 ẋ 不存在。根据

Fredholm 二择一定理可知，当前提式被改写为(αI + K*K)ẋ = K*y 时，构成了可解

的良态问题。当我们根据这样的前提式重写不等式关系就得到 Tikhonov 函数，

如下定理所示 

定理 2.3.5： 

给定 Hilbert 空间上的映射 K: X→Y 以及 α > 0，则 Tikhonov 函数 Jα = ||Kx−y||2 

+ α||x||2 可以取到唯一的极小值 xα∈X 满足 

 x K Kx K y   + =  (2.66) 

如果将其写为正则化策略，则有 xα = (αI + K*K)−1 = Rα y 满足 

 

2

2

, jj

jj
j j

y y
R y x



  
=

+
  (2.67) 

故 Tikhonov 正则化的正则化因子为 q(α, μ) = μ2/(μ2 + α)。易证 

 

2

2

1

2
R



  
= 

+
 (2.68) 

故对 δ→ 0，任意满足 δ2/α(δ) → 0 的 α(δ)均为可接受的正则化策略。将(2.68)代入

定理 2.3.4 可以得到相应先验下的条件误差 
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1) 令 x = K*z∈R(K*)且||z|| ≤ E, c > 0。选择 α(δ) = cδ/E，有 

 ( ), 1 1

2
x x c E

c

  


 
−  + 

 
 (2.69) 

2) 令 x = K*Kz∈R(K*K) 且||z|| ≤ E, c > 0。选择 α(δ) = c(δ/E)2/3，有 

 ( ), 1 3 2 31

2
x x c E

c

  


 
−  + 

 
 (2.70) 

可见，在有子空间约束 x∈R(K*)和 x∈R(K*K)时，Tikhonov 正则化可以得到与

(2.55)和(2.56)一致的收敛速率，故构成一个较优的正则化策略。 

然而，给出更紧的约束 x∈(K*K)rX 并不能提高 Tikhonov 正则化的误差收敛

速率，这里不加证明的给出如下定理[13] 

定理 2.3.6： 

假设存在连续函数 α: [0, ∞) → [0, ∞)，对任意满足||yδ − Kx|| ≤ δ 的 yδ∈Y，为

xα(δ), δ∈X 相应 yδ 的解，若有关系 

 ( ), 2 3

0
lim 0x x

  


 −

→
− =  (2.71) 

则必有 x = 0 

故对解 x 给出更强的光滑度假设估计并不能使得 Tikhonov 正则方法达到更优（x

∈(K*K)r(X), r ≥ 2）。Tikhonov 正则化在逆散射重建中往往被用于对状态方程的约

束，并不被单独作为正则化项提出。 

(2) 稀疏正则化方法 

然而，将定理 2.3.5 的 Tikhonov 函数推广为更一般的形式，可以通过更强的

范数约束提高误差收敛速率。广义的 Tikhonov 函数为 

 ( ), pp q

qJ Kx y R x = − +  (2.72) 

其中，Rq(x) = ∑i ωi|<ϕi, x>|q， q ≥ 1。易见，Rq: X→ C Ս {∞}是弱凸且下半连续的

泛函[106]。对于比二范数更强的约束条件 1 ≤ q < 2，现做如下假设 

假设 1： 

方程 Kx = y 有 Rq 最小化解 x†满足 Rq (x
†) = min{Rq(x): Kx = y}，且存在

β1, β2 > 0，r > 0，σ > 0 和 ρ > 0 使得 

 ( ) ( ) 1

† † †

2

r

q qR x R x x x Kx Kx −  − − −  (2.73) 

对任意满足 Rq(x) < ρ 且|| Kx – Kx†|| < σ 的 x∈X 成立。 

易见，假设成立前提是方程的解满足稀疏性，且(2.73)是典型的 Bregman 度量形

式，而在该假设下有如下定理成立[106]： 
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定理 2.3.7： 

给定 yδ∈Y 使得||yδ − y|| ≤ δ 且 xα(δ), δ∈arg min{Jα
p,q: x∈X}，当 α、δ 足够小时

有 

令 p = 1 且 αβ2 < 1，则 

 ( ) ( ) ( ) ( ), ,2 2

1 2

†
1 1

,
1

r

x x Kx y
         

 

+ +
−  − 

−
 (2.74) 

令 p > 1，则 

 

( ) ( )

( ) ( )

2†, 2

1

,

2 2

pp
r

pp

p
x x

Kx y p p

  

   

   



   





+ + 
− 

−   +  +

 (2.75) 

其中，1/p* + 1/p = 1。故给定正则化策略 α ~ δp−1，则||xα(δ), δ − x†||的误差收敛速率

在 O(δ1/r)量级[106]。 

故在稀疏假设成立的前提下，广义 Tikhonov 正则化的误差收敛速率随着更

强的范数约束而更快，理想情况下可以和扰动收敛速率一致 O(δ)，即实现无噪声

情况下的精确恢复。然而在大多数紧算子问题中，合适的稀疏表示难以获取，否

则可以直接通过离散化投影的过程将无限维紧算子转换为有限维的正则算子。因

此需要考虑稀疏假设不严格成立时的误差收敛速率，首先给出两个更弱一些的假

设： 

假设 2： 

1) 存在 x†∈1()使得方程 Kx = y 成立； 

2) 有q()空间（1 ≤ q ≤ ∞）上的 Schauder 基函数{ek:=(0, …, 0,1,0, …)}满

足 

 
( )1

lim 0, lim 0
q

n

k k k Ykn kl

x x e Ke
=→ →

− = =  (2.76) 

3) 对任意 k∈，存在 f k∈Y*，且 f k ≠ 0 使得 e k = A*f k 成立。 

假设 3： 

令 x†∈1()非稀疏，即 x†∉ 0()，存在 x†非零的无限长子列{ x†
kn ≠ 0}∞

n=1。 

在假设 2 和假设 3 下，选择正则化策略 α = α(δ, yδ) > 0 满足如下强差异性准则 

 ( ),
1 2

Y
c Kx y c

     −   (2.77) 

对 1≤ c1 ≤ c2 ≤ ∞。则可以证明如下结论[107]: 

定理 2.3.8： 

给定 yδ∈Y 使得||yδ − y|| ≤ δ 且 xα(δ), δ∈arg min{Jα
p,q: x∈X}，若有 K1, K2 > 0 满

足 
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 *1 2

1 1

† ,
n

k k Y
k n k

x K n f K n 


−

= + =

    (2.78) 

则有 Hölder 收敛速率 

 ( )

( )

( )( )1

†,

l
x x O
     


+

− =  (2.79) 

故在非稀疏条件下，1 范数约束的条件误差收敛速率(2.79)并不一定优于 2 范数

约束的误差收敛速率(2.70)。 

另一种稀疏 Tikhonov 函数的推广是 Total-Variation 正则化，其 Tikhonov 函

数写为 

 
2

1
J Kx y Dx = − +  (2.80) 

其中，D 是微分算子。对于 x∈Rn，D: = xi – xi+1；对于 x∈L2，D: = ▽x。由于微

分算符 D 有非平凡的零空间，故 D 同样是病态的。因此，要证明误差收敛性需

要稳定性假设 

假设 4： 

对算子 K: X→Y 和 D: X→X/N(D)，存在常数 c1, c2 > 0 使得 

 
1 22 1 1

c Kx c Dx x+   (2.81) 

对任意 x∈X 成立。 

在该假设下，给定有扰动数据 yδ、正则化策略 α > 0 和最小化 Jα 的解 xδ(αn)，当

αn → α 时有 Kxδ(αn)→ Kxδ(α)。故保证了正则化本身的稳定性，基于该假设可以

证明存在可接受的正则化策略[108]。 

定理 2.3.9： 

当 K 和 D 满足假设 5，令正则化策略 

 ( ) ( )2

0 0
lim 0 lim 0and
 

    
→ →

= =  (2.82) 

则有{xδ(αn)}→x†。 

在该策略的基础上，有如下关于误差收敛性的结论 

定理 2.3.10： 

若 x†满足源条件：存在 ω 满足 

 
* *

1

†K D Kx   (2.83) 

则有 

 
22

2Kx y 

   −  +  (2.84) 

且当算子 K 是单射时，存在 γ > 0 使得 
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†

22
2 2x x

   −  +  (2.85) 

因此，在满足稀疏先验的前提下，全变分正则化的收敛速率同样可以和扰动收敛

速率一致 O(δ)，即实现无噪声情况下的精确恢复。 

而当稀疏条件不成立时，即：对所有 k∈，存在 fk∈Y 使得 D*ek = K*fk，且

当 k→+∞时||fk||2→+∞。则有如下结论[108]： 

定理 2.3.11： 

令正则化策略为 α(δ) = O(δ2/φ(δ))或是满足强差异性准则，其中 

 ( ) ( )†

1 1

: 2inf
n

n kk
k n k

Dx f  


= + =

 
= + 

 
   (2.86) 

则有误差收敛速率 

 ( )( )†

2
x x O

  − =  (2.87) 

易见，(2.86)并不是一个仅关于 δ 的显式形式，且由于 fk 的发散特性，只能定性

的表明非稀疏条件下 TV 正则化的误差收敛速率远低于(2.85)。 

(3) Landweber 迭代 

Landweber、Fredman 和 Bialy 等人将问题重写为 x = (I – aK*Kx)x + aK*y 形

式，并以如下形式迭代求解： 

 
( )

0

* 1 *

: 0

:m m

x

x I aK K x aK y−

=

= − +
 (2.88) 

易证，(2.88)等价最小二乘问题的最速下降法。定义泛函 Ψ: X→R 为形式 Ψ(x)=||Kx 

– y||2/2。则 Ψ 对任意 z∈X 是 Fréchet 可微的且 

 
( )

( )*

Re ,

Re ,

z x Kz y Kx

K Kz y x

  = −

= −
 (2.89) 

故，xm = xm−1 + aK*(y – K xm−1)是步长为 a 的最速下降法。同 Tikhonov 正则化，

Landweber 迭代同样可以写出其正则化策略 Rm: Y→X 为 

 ( )
1 * *

0
:

km

m k
R a I aK K K

−

=
= −  (2.90) 

以及算子的奇异系 

 
( )21 1

,

m

j

m j jj
j

a
R y y y x





− −
=  (2.91) 

故有正则化因子 q(m, μ) = 1 – (1 –aμ2)m。由 Bernoulli 不等式可得 

 ( ) ( )2 2 21 1 1 1
m

a am am  − −  − − =  (2.92) 
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当取步长 0 < a < 1/||K||2时，有 amμ2 < 1。故正则化算子范数 

 m mR R am   (2.93) 

故对 δ→ 0，任意满足 δ2m(δ) → 0 的 m(δ)均为可接受的正则化策略。将(2.93)代

入定理 2.3.4 可以得到相应先验下的条件误差[13] 

1) 令 x = K*z∈R(K*)且||z|| ≤ E, c1 > c2 > 0。选择 c1E/δ ≤ m(δ) ≤ c2E/δ，有 

 ( ) ( ),

1 2, ,
m

x x f c c a E
 

−   (2.94) 

2) 令 x = K*Kz∈R(K*K) 且||z|| ≤ E, c1 > c2 > 0。选择 c1(E/δ)2/3 ≤ m(δ) ≤ c2 (E/δ)2/3，

有 

 ( ) ( ), 1 3 2 3

1 2, ,
m

x x f c c a E
 

−   (2.95) 

可见，在有子空间约束 x∈R(K*)和 x∈R(K*K)时，Landweber 迭代可以得到(2.55)

和(2.56)的收敛速率，故构成一个较优的正则化策略。 

不同于 Tikhonov 正则化，在更紧的子空间假设||(K*K)rx|| ≤ E 下，Landweber

迭代有更强的误差收敛性 

 ( ) ( ) ( ), 1 2 1 2 2 1m r r r
x x cE

 


+ +
−   (2.96) 

可见，当 r → ∞时，Landweber 迭代的误差趋于稀疏条件下的 1 范数 Tikhonov 正

则化的误差。 

(4) Krylov 子空间法 

以上分析的 Tikhonov 方法和 Landweber 方法均是建立在赋范空间上，而扩

展到内积空间后，则可以引入正交的概念。任意给定一个迭代框架 

 
1n n n n

n n

n n

x x v

r y Kx

e x x

−= +

= −

= −

 (2.97) 

则理想的迭代结果应该是对任意 w∈span{xi: i = 1, … , n}均有 

 
 

2 2

2
2Re , 0

n n

n

x x x x w

w x x w

−  − +

− − 
 (2.98) 

即 xn 是当前搜索过的子空间中最逼近真值 x 的结果。显然其等价形式为 

 , 0nx x w− =  (2.99) 

即当前迭代解的误差 en正交于搜索过的子空间。故理想的搜索方向应正交于前 n 

−1 步的迭代方向 
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1

1 1

1,

n

n n ni ii

ni n i i

v e v

e v v





−

− =

−

= −

=


 (2.100) 

将(2.97)和(2.100)代入(2.99)得到理想的搜索步长 

 1 1, ,

, ,

n n n n

n

n n n n

x x v e v

v v v v
 − −−

= =  (2.101) 

易见，若用(2.100)作为搜索方向，(2.101)作为搜索步长，则(2.97)的迭代只需

要一步。而实际中 rn−1 = y − Kxn−1= Ken−1，K 不可逆，无法获得与 en−1 一致的搜

索方向。故将 en−1 替换为其共轭方向 K*rn−1，得到 

 

1
1

1 11

1

1 1 1 1

,

, ,

, ,

n n n n
n

n n ni i ni n i ii

n n n n

n

n n n n

x x v

v K r v K r v v

K r K r r r

v v v v



 



−
− 

− −=

− 

− − − −

= +

= − =

= =

  (2.102) 

由此得到 Krylov 方法。典型的 Krylov 类方法就是共轭梯度法，在仅要求搜索方

向与前一方向正交的前提下，(2.100)写为 

 

2

1 1 1

1 1 1 12 2

1 2

,n n ni
n n n n n

n ni

L r v L r
v L r v L r v

v L r

 
− − − 

− − − −


− −

= − = +  (2.103) 

根据该方向有最优步长得到如下共轭梯度更新形式 

 

1
2 2

1 1 1 2

2 2

1

n n n n

n n n n n

n n n

x x v

v K r K r v K r

K r Kv





−

  

− − − −



−

= +

= +

=

 (2.104) 

易见，共轭梯度法的更新方向是方程 

 ( )
2

* *x K Kx K y = −  (2.105) 

的 Fréchet 微分，故该方法是 Landweber 迭代的扩展。通过递归，可将(2.102)的

迭代方向 vn 写为如下多项式形式 

 ( )
1

01

mn

n nmm
v d K K K r

−
 

=
=  (2.106) 

其中，dnm是多项式系数。可见 n 步的迭代搜索方向张成了子空间 span{K*r0, …, 

(K*K)n−1K*r0} = span{ v0, …, (K*K)n−1v0}，称为 Krylov 子空间[26]。因为迭代方向相

互正交，在 N 维离散问题中，算法最多执行 N 步结束迭代。任意迭代解 xm可以

用 Krylov 空间的基底表达为 

 ( )1m mx P K K K y 

−=  (2.107) 

其中，Pm−1 为良定的 m−1 阶多项式。令算子 K 的奇异系统为(μj, xj, yj)，满足 
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11

{ , , }
N

j j Nj
y y span y y

=
=   (2.108) 

则有 

 ( )2

11

N

m j m j j jj
x P x  −=

=  (2.109) 

令子空间 Xσ ⸦ X，且 σ ≥ 0，为 

 ( )( )  
2 2

* 2

1
: : ,j jj

X R K K x X x x


 
 −

=
= =   ：  (2.110) 

且在该空间上定义范数 

 
2

2

1
: ,j jj

x x x




 −

=
=   (2.111) 

可以证明，空间 Xσ 依(2.111)范数定义构成一个 Hilbert 空间，且当 σ1 < σ2 时，有

Xσ1 ⸦ Xσ2。假设||x||σ ≤ E，则有如下关于条件误差的结论[13] 

定理 2.3.12： 

假设 y，yδ 不属于可数个 yj 张成的线性空间。序列 xm(δ), δ 由满足(2.112)的停

止准则的共轭梯度法得到，其中固定参数 τ > 1。 

 ( ) ( ), 1,m m
Kx y Kx y

    
−

−   −  (2.112) 

令 x∈Xσ, σ > 0 且||x||σ ≤ E，则存在 c > 0 满足 

 ( ) ( ) ( ), 1 1 1m
x x c E

    


+ +
−   (2.113) 

易证，当 σ = 1 和 σ = 2 时对应的就是 Landweber 最优估计的收敛阶数，而

对任意 σ > 0 的先验信息||(K*K) σ/2|| ≤ E 时共轭梯度法同样是最优估计。 

2.3.3   基于 Bayes 的统计反演理论 

从统计的角度来看，每种参量的取值都是一个状态，这些状态全体构成一个

非空集合 Ω。而特定状态的排列组合则构成一个事件，所有事件构成对有限差以

及可列并运算封闭的集合 X 就是 Ω 的上的一个 σ-代数。而在这样的 σ-代数 X 上

定义一个满足 P (Ω) = 1 的测度，则构成概率空间(X, f, P)，P 称为概率。而概率

空间(X, f, P)上的一个可测函数就是该空间上的一个随机变量。而概率测度的

Radon-Nikodym 导数就是概率密度函数，Radon-Nikodym 定理如下： 

定理 2.3.13: 

令 μ 和 ν 是同一个测度空间(Ω, )上的两个测度。假设 μ << ν 且 ν 是 σ 有限

测度，则存在 ν 可测函数 f: Ω → [0, ∞]使得对所有 ν 可测集 A∈有

 ( ) ( ) ( )
A

A f x d x =   (2.114) 

其中，f (x)就是测度 μ 关于 ν 的 Radon-Nikodym 微分，记为 f = dμ/dν，也称 f 就

是 μ 关于 ν 的密度函数。因此概率密度同样能构成连续测度。因此从抽象空间的
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角度来看，依靠概率密度函数约束随机性的统计反演与依靠范数约束的正则化并

无不同。因此可以较为自由的通过 Bayes 公式引入先验信息，以便对特定问题定

制合适的解空间约束形式[109]。 

在统计逆问题中，所有参数都被视为随机变量。由于模型的不确定度和观测

噪声 e∈YM，观测数据被视为一个可观测随机变量的采样值 y∈YM。而待求变量

为不可观测的随机变量 x。二者通过已知的映射算子 K: X→YM 联系。假设随机变

量 X 的先验概率密度函数为 p(x)，而随机变量 Y 具有概率密度 p(y)，则 X 在给定

观测数据 y 下的后验概率密度函数由如下 Bayes 公式描述 

 ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

p y x p x p y x p x
p x y

p y p y x p x dy
= =


 (2.115) 

其中，p(y| x)为似然函数。 

在 2.3.2 节中所论述的正则化方法得到的是关于随机变量 X 的点估计，即 p(x| 

y)最大时对应的 x 取值，基于此，有两种流行的点估计方法。第一种是最大后验，

即 

 

( ) 

( ) ( ) 

arg min ln

arg min ln ln

n

n

MAP
x R

x R

x p x y

p y x p x





= −

= − −
 (2.116) 

后面将说明，(2.116)的点估计和经典正则化过程一致。第二种是条件均值，即 

 
( )   ( )CM p x y

x x xp x y dx= =   (2.117) 

xCM 的估计避免了 xMAP估计中对后验函数光滑性的需求。 

在绝大多数的统计数学研究中，这些逆问题都是离散化为多维随机变量后的

形式。虽然所有的算法实施都使用有限维近似，但这些近似通常是在非常高维的

空间中进行的。因此一旦修改离散化方法，问题就会呈现不同的性质。为了保证

结论的一致性，逆问题的分析中更倾向于不做离散化。此外，许多常见的分布在

高维会出现非常混乱的结构，这也给将统计反演理论和函数分析的统一带来挑战。

目前为止，无限维 Bayesian 逆问题的分析仍然是应用数学类方向的研究问题之

一。 

(1) 正则化的等价先验信息 

假设噪声分量 e 为独立同分布的均值 0 方差 σ 的 Gaussian 分布，则负对数

似然函数为 

 ( )
( )2

2

2 2

ln 21
ln

2 2m

p y x y Kx



− = − +  (2.118) 
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①  Gauss 分布 

若考虑如下独立同 Gauss 分布作为先验分布 

 ( ) ( )
( )

2

2

22

1
, exp

22

i i

i i

i i

x
p N x


 



 −
= = − 

  
 x  (2.119) 

则将其代入(2.116)得到 

 

( ) ( )
2

2

2
2 2

22 2

1
arg min ln

2

arg min

n

n

MAP i i
R i

R

x p y x x

y Kx x













  = − + −   

 
= − + − 

 


x

x

 (2.120) 

由此得到 2 范数 Tikhonov 方法的形式。 

②  Laplace 分布 

若考虑如下独立同 Laplace 分布作为先验分布 

 ( ) ( )
1

, exp
2

i i

i i

i i

x
p x b

b b




 − 
= = − 

 
 x  (2.121) 

则代入(2.116)得到 

 

( )
2

2

2 1

1
arg min ln

arg min

n

n

MAP i i
R i

R

x p y x x
b

y Kx x
b










 
= − + − 

 

 
= − + − 

 


x

x

 (2.122) 

由此得到 1 范数 Tikhonov 方法的形式。 

③  Gibbs 分布 

若考虑 Markov 随机场作为先验分布，即 x 的相邻元素相关。易证明 Markov 随

机场等价 Gibbs 分布，故有 

 ( ) ( )
( )1

exp
x

p x T
Z T

 
= = − 

 
x  (2.123) 

假设能量函数为 

 ( )x x dx =   (2.124) 

则代入(2.116)得到 TV 正则化的形式。 

 
( ) ( )

 2

2 1

1
arg min ln

arg min

n

n

MAP
R

R

x p y x x
T

y Kx Dx






 
= − + 

 

= − +

x

x

 (2.125) 

可见有限维的 MAP 估计的 Bayes 方法和经典 Tikhonov 正则化有着等价的形式，

而不同于经典正则化需要设计正则因子，Bayes 类方法通过设计先验分布来获得
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解空间约束。后面将说明，Bayes 方法引入先验等价引入一个预条件算子[111]。 

(2) Bayes 框架下的 Krylov 子空间法 

考虑有噪声扰动的问题 

 y Kx = +  (2.126) 

其中 x∈n，y∈m。在 0 和 0 的讨论中，虽然 Tikhonov 正则化并不能随着解空

间的收紧而提高误差收敛阶数，但是在共轭梯度法中，更紧的子空间约束能带来

高的误差收敛阶数。通常在共轭梯度法中，完整的空间被划分为算子的零空间和

共轭空间，二者互为正交补n = (K)⊕(KH)。因此一种自然的做法是借助 Bayes

方法约束正交于 Krylov 子空间的零空间，从而得到更高维的解。本节统一将子

空间约束表示为||Bx||2，故有共轭梯度的代价函数 

 ( )
2 22f x Kx y Bx= − +  (2.127) 

而在 Bayes 公式表述下，有后验概率密度 

 ( ) ( ) ( )prior noisep x y p x p y Kx −  (2.128) 

当 x 和噪声 ε 均服从高斯分布 

 ( ) ( ), 0,x C    (2.129) 

则 

 

( ) ( ) ( )

( )

1

1

1
exp

2

1
exp

2

H

prior

H

noise

p x x C x

p

 

  

−

−

 
 − − − 

 

 
 −  

 

 (2.130) 

将(2.130)代入(2.128)得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
exp

2 2

H H
p x y x C x y Kx y Kx − − 

 − − − − −  − 
 

 (2.131) 

对精度矩阵 C−1 和 Σ−1分别对称分解，C−1 = BH B, Σ−1 = SH S，得到 

 ( ) ( ) ( )
2 21 1

exp
2 2

p x y B x S y Kx
 

 − − − − 
 

 (2.132) 

易见，(2.132)的 MAP 估计等价下式的解 

 
( ) 1, ,

w A

B x w y K A KB



   −

=

= − = − =
 (2.133) 

即引入先验等价经过预条件算子 B 处理后的映射关系。故(2.133)在迭代 j 步后的



第 2 章  逆散射问题的理论基础 

41 

 

Krylov 子空间解为 

  2
arg min ,H H

j jA w A w A A    = −     (2.134) 

其中，j [A
Hω, AHA] = span{AHω, …, (AHA)j−1AHω}。故预条件后的解 xj = B−1ω+μ 

 ( ) 1 0 1
l

H H

jx span B A A A w l j−   −  (2.135) 

由于 B−1 (AHA)lAH = (CKHK)lCKH，可见 xj∈C((K)⊥) = C((KH))，不一定与

(K)正交。若要保证先验信息能约束零空间，则(K)必须与 C((KH))不正交。

故定义子空间的相关性为 

 ( ) ( ) ( ), sup , ( )

H

H
a b

K C a K b C K
a b

 
 

 =   
  

 (2.136) 

令 K = [K1 K2]，span(K1) = (K)且 span(K2) = C((KH))。则有 

 1 2,a K b K = =  (2.137) 

令 K1
H K1 和 K2

H K2 的对称因子 R1、R2 满足 

 
2 2 2 2

1 2,a R b R = =  (2.138) 

则有 

 ( ) ( ) ( ) 1 1

1 1 2 2, sup 1H H H HK C p R K K R q p q
− −

 = = =  (2.139) 

故两空间的相关性由(R1
H)−1K1

H K2(R2
H)−1 的最大特征值决定，只要该矩阵非

零矩阵，就能保证 Bayes 框架下引入的先验信息能约束到正交于 Krylov 子空间

的零空间。 

 

2.4   本章小结 

本节通过体等效原理给出了散射问题的物理模型，通过矩量法、多极展开以

及混合方法将该连续维的物理问题投影到有限维度的离散问题上 

从分析中可以发现，虽然离散化的对象都是同一个散射问题，但是正散射问

题和逆散射问题有着截然不同的数学形式，甚至同一个问题采用不同的离散化策

略也得到不同维数的矩阵问题。而从不可数维空间的病态性到可数维空间的病条

件性，逆问题理论说明离散化本身就是降低病态性的一种手段，这也是为什么在

逆问题的离散化上会出现种类繁多的方法。在连续维和离散维模型的基础上，本

章对比了正散射问题和逆散射问题的异同，正散射问题可以写为线性第二类

Fredholm 积分方程，而逆散射问题则构成非线性的第一类 Fredholm 积分方程，

因此后者的求解远比前者困难。 
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而在数学原理的介绍中，逆散射问题是一个典型的病态逆问题。其病态性源

于第一类 Fredholm 积分算子将无限维空间映射为可数维空间并通过测量的方式

将维数截断，因此逆散射问题的衍射极限总是伴随着波长和孔径的约束。而第二

类 Fredholm 积分算子则由于单位算子的存在，其算子零空间仅有 0 元素，故构

成良态问题，因此正问题求解远比逆问题的求解简单。由于逆算子不存在，故无

法获取精确解。正则化策略则是通过一系列的正则算子逼近原始病态算子，从而

借助正则算子的逆获取精确解的近似解。其等价于对解空间施加约束条件，以避

免解的发散。 

在原始测量数据受到扰动的条件下，即使是一个较优的正则化策略也仅能保

证解的扰动和测量数据的扰动成比例，而不能获取精确解。因此，逆散射重建的

精度由正则化策略、信噪比和工作波长决定。同时，本节介绍了一些常见的正则

化策略以及等价的统计反演策略。其中，稀疏正则化和 Krylov 子空间类方法均

有较好的误差收敛性能。但是稀疏类约束的误差收敛性建立在稀疏假设成立的前

提下，而 Krylov 类方法则更为普适。而在统计反演理论中，基于 Bayes 先验的

最大后验估计可以和预条件的 Krylov 子空间方法等价，这给我们在第五章的非

线性 Bayes 方法的提出铺设了条件。 

 

  



第 3 章  混合边界问题中的定量逆散射重建方法 

43 

 

3 第 3 章  混合边界问题中的定量逆散射重建方法 

从 2.1 节中建立散射模型的过程可以发现，不论是用局域基函数还是多极子

展开的波函数，散射场均源于总电场乘以散射体的电本构参数生成的等效体电流。

相应的总等效电流就等于总场乘以散射体电参数。 

另一方面，当散射体是有耗媒质或是导体时，入射场难以传达到散射体内部，

进而导致散射体内为零场。以(2.16)为例，当目标区域存在总场为零时 

  1 0 0sca

mdiag e e= e G χ  (3.1) 

观测函数的 G∙ diag(e)的秩缺失，造成后续逆问题求解的病态性。以常见的金属

铜为例，其电导率为 σ = 6×107 S/m，相应的对比度函数 χ = −jσ/ωε0 = −j∙6.8×1018/ω

近似无穷大。当介质和导体混合存在时，导体区域的奇异性严重扰动其它区域的

重建。然而，在多极子展开模型中，(2.35)将导体这类有着显著趋肤效应的散射

体的目标函数建模为一个边界传播常数，其大小在 10−1 数量级，有效的避免了奇

异性。 

参考多层快速多极子方法，基函数的近组用矩量法、远组用多极子展开来剖

分阻抗矩阵。该思路同样可以应用于导体和介质混合的散射问题，对介质采用矩

量法，而对导体采用多极子展开，从而规避导体区域场的奇异性对介质重建的影

响。然而，对比(2.18)和(2.37)可以发现由于基函数和波函数不同，故除了散射场

测量量 esca，其它场量并不共享，故需要处理该问题。 

本文在 3.1 节中提出基于对比度函数和传输系数的混合参数模型，其中传输

系数用于实现介质和导体的定性区分，而对比度函数则用于实现定量重建。在 3.2

节中，为了将导体和介质的重建过程划分开以降低阻抗矩阵的病态性，本文基于

体等效原理将模型拆分为介质的定量重建方程和导体的定性重建方程。随后，基

于这两个非线性方程，在 3.3 节中推导了介质的对比度函数和导体的传输系数交

替更新的算法，并给出了背景格林函数的计算方法。同时，用快速傅里叶变换对

算法中的 Toeplitz 矩阵乘积进行了加速。最后，所提算法在电磁仿真和实测数据

上和现有方法对比，验证了该算法的有效性。 

3.1   混合参数模型 

分别对(2.21)和(2.39)定义中间变量，将方程拆分为测量方程和状态方程，基

函数展开的方程和波函数展开的方程如下所示 

 
( )

sca

C

inc

Ddiag

 = 


= +  

e G w

w e G w χ
 (3.2) 



第 3 章  混合边界问题中的定量逆散射重建方法 

44 

 

 
( )

sca

multi

diag

 = 


= +  

e G c

c i S c t
 (3.3) 

其中，w = diag(e)∙χ 正比于等效电流，也称为对比度源。而 c 为散射场的多极子

展开系数。对比(3.2)和(3.3)的测量方程可以得到 

 multi C = G c G w  (3.4) 

且 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
20

0 0

2

0
2 1

4

m n

C m n

M N

jp

multi p m n
M N P

k R
H k

j

H k e






− −

 +

 
= − 
 

 = −
 

r r

G r r

G r r

 (3.5) 

其中，Gmulti 的多极子展开阶数 p 越高，离散化误差越小；多极展开所在网格的

尺寸越小，离散化误差越小。因此，在给定离散化误差的前提下，可以通过缩小

离散化网格换取有限的多极子展开阶数。而 GC 的局域基函数则需要足够小的离

散化网格以保证误差较低，故当给定 Gmulti 的网格尺寸与 GC 一致时，可以令前者

多极展开的截断阶数为 0。由此得到 

 

2 2 2 2

0 0

0
,

4 4
C multi p

k R k R

j j

 
=

= =G G c w  (3.6) 

说明散射场的零阶波函数等价于体等效的等效电流。故有(3.2)和(3.3)的联立结果 

 ( )

2 2

0

4

sca

C

inc

Ddiag

j
diag

k R


= 




= +  

  

= +    
  

e G w

w e G w χ

w i S w t

 (3.7) 

构成一个测量方程和两个状态方程。从而建立边界传输系数和对比度函数混

合的散射模型。 

3.2   混合边界条件模型 

可见，(3.7)虽然统一了基函数展开和多极子展开模型之间的关系，但目标函

数 χ、t 和 w 仍然建立在整个感兴趣区域，并没有根据导体散射体和介质散射体

进行区分。为了对这两种边界条件分别独立处理，先建立给定导体背景下的介质

矩量法模型和介质背景下的导体多极展开模型。 

从体等效原理出发，如图 3.1. (a)所示，原始散射问题中同时含有介质和导

体，有如下 Maxwell 方程 
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0

J j

j





 = +

 = −

H E

E H
 (3.8) 

其中 

 ( )
0

0

0

dielectric

free space

PEC

r

j

 

 

  




= 
 − 

r

r r

r

 (3.9) 

图 3.1. (a)中，蓝色为介质，红色为导体。 

 

图 3.1 含有导体条件下的体等效原理 

而不包含介质的背景问题则如图 3.1. (b)所示，由如下 Maxwell 方程描述 

 
0

pec pec pec

pec pec

j

j





 = +


 = −

H J E

E H
 (3.10) 

其中 

 ( ) 0

0

PEC

free space
pec j  




− 
=  

r
r

r
 (3.11) 

故有原始问题减去背景问题得到 

 
( ) ( )
( ) ( )0

pec pec pec

pec pec

j

j

  



 − = −

 − = − −

H H E E

E E H H
 (3.12) 

令 Hdie = H – Hpec 且 Edie = E – Epec，构成等效问题的场量，则等效问题写为 

 
0

die die pec die

die die

j

j





 = +


 = −

H J E

E H
 (3.13) 

将(3.13)代入(3.12)可以得到 

 
0

die diej =J E  (3.14) 

即等效电流等于总场乘以介质对比度函数。故(3.14)对应的介质散射场可以写为 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

0 ,die pec die

D
k G d   = E r r r r E r r  (3.15) 

ε (r) 

ε0 

(b). 无介质问题 

PEC 

E H 

ε0 

ε0 

(a). 原始问题 

PEC 

Epec Hpec 

ε0 
ε0 

(c). 等效问题 

PEC 

Jeq 

Edie Hdie 
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其中，Gpec 为有导体背景的格林函数，由于格林函数为 Dirac 源的辐射场，故导

体背景下的格林函数可以写为 

 ( )
( )0

0

,
,

pec

n npec
E

G
j

 =
−

r r
r r  (3.16) 

其中，E0
pec(rn, rn′)为导体背景下 Dirac 源 J(rn′) = δ(r − rn′)在 rn 处产生的总场。在

给定导体传播系数 t pec的前提下有 

 ( ) ( )
1

0 2 2

0

4pec inc pec pec

n n n

j
diag diag

k R

−

  

 
 = +  −    

 
E r e G I t S i t  (3.17) 

en′
inc 为 rn′处 Dirac 源产生的辐射场，in′为该辐射场的多极展开系数。(3.15)矩量法

离散化后则写为测量方程和状态方程 

 
( )

die pec die

C

die pec pec die die

Ddiag

 = 


= +  

e G w

w e G w χ
 (3.18) 

其中 

 
2

0

0

pec pec

N N

R
j


 
 =  G E  (3.19) 

由此得到导体背景下介质的散射场，由于(3.18)不包含导体分量，故对比度源 wdie 

= diag(e)∙χdie 不存在奇异性。 

同理，可以写出介质背景下的导体散射场 

 
( )

pec die pec

C

pec pec die pec pecdiag c

 = 


= +  

e G w

w i S w t
 (3.20) 

其中，c = 4j / (k0
2πR2)。 

由此将(3.7)拆分为导体的传输系数和介质对比度函数构成的混合边界条件

方程。在导体部分采用多极展开，而在介质部分采用矩量法，将阻抗矩阵维数从

全离散空间降维到各自边界条件覆盖的空间，同时消除了导体带来的零场奇异性。 

3.3   基于 Krylov 子空间的交替参数更新法 

在未明确给定目标函数先验的前提下，Krylov 子空间法依旧是目前最适合处

理大规模数值计算的正则化方法。故本节采用该方法交替更新导体的传输系数和

介质的对比度函数，完成定量的目标重建任务。 

分别定义方程(3.7)、(3.18)和(3.20)的余差为 
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( )
( )
( )

sca
q q q qq q C q

die die pec die die die pec pec die die

q q C q q q D q

pec pec die pec pec pec pec die pec pec
q q C q q q q q

diag c

diag

diag c

 = − +   = − 
 

= −  = − +   
 = −  = − +   

γ w i S w tr e G w

r e G w γ w e G w χ

r e G w γ w i S w t

 (3.21) 

其中，q 表示第 q 次照射。整个交替参数更新的一步迭代分为三个步骤：首

先求得传输系数初值以定性区分导体与介质；其次将导体作为背景，定量求解介

质对比度函数；再根据介质对比度更新导体和介质传输系数，进一步定性区分。 

3.3.1   初始化传输系数 

首先重建传输系数 t 的初值，作为导体和介质的预分类。由于非线性作用，

对传输系数初值的计算被拆解为对中间变量 wq 和 t 的重建。对比度源初值由如

下后向投影法（Back Projection-BP）确定： 

 

2

,0 2

H sca

C q H sca

q C q
H sca

C C q

=
G e

w G e
G G e

 (3.22) 

给定对比度源初值后，传输系数 t 的初值为 

 
( )

2

0 ,0 ,0
2

2

,0 2

arg min

arg min ( )

q q qq

q qq

diag c

diag

= − +  

= − 




t

t

t w i S w t

w c t

 (3.23) 

将(3.23)的代价函数展开 

 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

,0 ,0 ,0 ,0

,0 ,0

2 2

Re Im

Re Im

Re Im

H H H

q q q q q q

H H

q q q qq

H H

q q q q

diag j diag

F diag j diag

diag diag

 − +
 
 = − −
 
 + + 



w w c t w c t w

w t c w t c

c t c c t c

 (3.24) 

其中，(3.24)关于 Re(t)和 Im(t)的部分分别为 

 

( )( )
( ) ( )

( )( )
( ) ( )

2

2

1 2
2 ,0,0

1 2 2
2

2

2

1 2
2 ,0,0

1 2 2
2

ReRe
Re

ImIm
Im

HH
q qq q

q

q
q

HH
q qq q

q

q
q

F diag

diag

 
 

= − − 
 
 

 
 

+ − − 
 
 











c wc w
t c

cc

c wc w
t c

cc

 (3.25) 

上式中，除法表示向量元素点除。由(3.25)易见最小化代价函数的传输系数为 
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,0 ,0

0 2

,0 2

( )H

q qq

qq

diag
=




c w
t

c
 (3.26) 

根据传输系数定义 

 

( )
( )

( ) ( )

2

0

0
2

0 0

1 dielectric
4

1.78

PEC
2ln 2 2ln 2

r n

n

k R
j

t

j
k R k R





 

 


− −   

   
− + 
  

r

 (3.27) 

易见，当传输系数实部非零且虚部为正时，表明该处网格为导体目标。而当

传输系数实部为零且虚部小于零时，该处网格为介质，由此实现导体和介质的划

分。 

3.3.2   定量重建介质对比度函数 

定性区分导体和介质目标后，定量求解介质的对比度函数。首先根据(3.16)

和(3.17)计算正过程，更新导体背景下的无介质时的总场 eq
pec 和导体背景下的格

林函数 GD
pec、GC

pec。其次由于逆散射的非线性，需要先更新介质对比度源 wq
die，

再根据对比度源求对比度函数 χdie，依次交替迭代。其中介质对比度源的初值由

对比度源初值决定 

 ( )
( ) ( ) 

( ) 
,0

,0

Re 0

0 Re 0

qdie

q

w t
w

t

 =
= 



r r
r

r
 (3.28) 

给定 wq,0
die 后，介质对比度函数的初值则同传输系数 t0 的计算一样，取最小化代

价函数 

 
( )

( )

0 ,0 ,0
2

,0 ,0
2

arg min

arg min

die

die

die die inc pec die die

q q D qq

die die

q qq

diag

diag

= − +  

= − 




χ

χ

χ w e G w χ

w e χ
 (3.29) 

的对比度函数。由于介质无耗，故仅取实部 

 
( ) , ,

2

,

Re
H

die

q i q iqdie

i

q iq

diag 
= −




e w
χ

e
 (3.30) 

由此确定迭代初值 wq,0
die 和 χ0

die。 

最小化(3.18)状态方程和测量方程余差有如下代价函数 

 

( )

2 2

2 2
pec die

die die

q qq qdie

pec

q qq q

F
diag

= +


 

 

r γ

e e χ

 (3.31) 
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最小化该代价函数，第 i 步更新介质对比度源 wq
die 为 

 
, , 1 , ,

die die

q i q i q i q i−= +w w v  (3.32) 

而 vq,i 为 Polak-Ribiere 共轭梯度方向 

 

,0

, , , 1

, , , 1

, ,

0

,

,

q

q i q i q i

q i q i q i

q i q i

−

−

=


−
= +




v

g g g
v g v

g g

 (3.33) 

其中，gq,i 为如下代价函数 Fdie 的关于 wq
die 共轭的微分。 

 
( ) ( )

( )

, 1 1

, 2 2
pec

1

( )
H H

pec die die die H pec diedie
C q i q i D q

q i die
die die

q q q iq p

diagF

diag

− −

−

−
= = − +
  

G r γ χ G γ
g

w e e χ

 (3.34) 

由此确定 wq
die 的迭代方向。 

由于代价函数是凸函数，故 wq
die 的迭代步长可以直接写精确值，无需搜索。

将(3.32)代入(3.31)可得 
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( )

2

, 1

2

2

, 1 1

2

1

die pec

q i i C iqdie

die

qq

die pec die

q i i i D i iq

pec die
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F
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 + −  
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r G v

e

γ v G v χ

e χ

 (3.35) 

令∂Fdie/∂αq,i = 0，则有迭代步长 
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( )

( )
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, 2 2
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, 1 ,, 2 2

2 2
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HH pec dieH pec
D q i i q i q iq i C q i

q i
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pec diepec
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die pec die
q q iq q

diag
a

diag

diag

diag
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  −   = −
 
  

 −
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G v χ v γv G r

e e χ

G v χ vG v

e e χ

 (3.36) 

将迭代步长(3.36)和迭代方向(3.33)代入(3.32)即完成介质对比度源 wq
die 的更

新。将更新的对比度源代入(3.30)即可得到更新的对比度函数。 

3.3.3   定性重建导体传输系数 

定量重建介质目标后，再定性更新导体和介质的边界。同样由于非线性，需

要先更新对比度源 wq，再根据对比度源求传输系数 t，交替迭代。首先给定传输

系数初值 



第 3 章  混合边界问题中的定量逆散射重建方法 

50 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

0 1 0 1

2

0

2

0

2

0 1 0 0 1

0

dielectric

PEC

n p p n p n p

p n p n p p

p

np

n

p

k J k R J k R k J k R J k R

k J k R H k R k H k R J k R
t

J k R

H k R

+ +

+ +

−


−

−


= 




 (3.37) 

其中，kn = ω[ε(rn) μ0]
−1/2，由于给定对比度函数等价于介电常数已知，故(3.37)可

以直接计算。给定传输系数初值 t0，则可以直接通过正问题计算获得对比度源初

值 wq,0。 

对比度源的迭代过程同介质对比度源的更新，代价函数如下 

 

( )

2 2

2 2

q qq q

sca

q qq q

F
diag c
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r γ

e i t

 (3.38) 

第 i 步迭代的对比度源为 

 
, , 1 , ,q i q i q i q ia−= +w w v  (3.39) 

相应的迭代方向为(3.33)的 Polak-Ribiere 共轭梯度方向，其共轭导数为 
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而相应的迭代步长为 
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由此完成一步对比度源的更新。将更新的对比度源代入(3.26)得到更新后的传输

系数，并进一步根据传输系数划分导体和介质，完成定性划分后再返回第二步定

量更新介质对比度函数。 

3.3.4   算法流程和加速方法 

综上，整个交替参数更新法可以视为介质的定量重建和边界的定性恢复交替

进行。算法流程如下表所示 

表格 3-1 交替参数更新法流程 

初始化场景网格剖分； 

初始化 传输系数 t，介质对比度函数 χdie，对比度源 wq，介质对比度源 wq
die； 
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初始化 观测矩阵 GC，阻抗矩阵 GD，多极展开坐标转移矩阵 S； 

根据(3.22)BP 方法计算对比度源初值 wq,0； 

根据(3.26)计算传输系数初值 t0，并根据实部和虚部正负定性确定导体网格； 

For count = 1: Cmax 

根据(3.17)计算导体背景下的无介质总场 eq
pec； 

根据(3.16)计算导体背景下的非均匀背景阻抗矩阵 GD
pec和观测矩阵 GC

pec； 

    根据(3.28)和(3.30)分别确定迭代初值 wq,0
die 和 χ0

die； 

    For i = 1: Imax 

根据(3.21)计算测量方程余差 rq
die 和状态方程余差 γq

die； 

根据(3.34)计算代价函数的共轭梯度 gq,i； 

        根据(3.33)计算迭代方向 vq,i； 

        根据(3.36)计算迭代步长 αq,i； 

        更新 wq,i
die =  wq, i−1

die + αq,ivq,i； 

        计算总场 eq = eq
inc + GD

pec∙ wq,i
die； 

        根据(3.30)更新介质对比度函数 χdie； 

    End 

    根据(3.37)更新传输系数初值 t0； 

    CG-FFT 方法计算正过程更新对比度源初值 wq,0； 

    For i = 1: Imax 

根据(3.21)计算测量方程余差 rq 和状态方程余差 γq； 

根据(3.40)计算代价函数的共轭梯度 gq,i； 

        根据(3.33)计算迭代方向 vq,i； 

        根据(3.41)计算迭代步长 αq,i； 

        更新 wq,i =  wq, i−1
 + αq,ivq,i； 

        计算总场 ciq + S∙ wq,i； 

        根据(3.26)更新传输系数 t； 

    End 

    根据传输系数 t 实部和虚部正负定性确定导体网格； 

End 

输出传输系数 t 和介质对比度函数 χdie。 

在以上传输系数 t 和对比度函数 χ 的交替更新中，均存在阻抗矩阵 GD 或是

坐标转移矩阵 S 和向量乘积的过程。其中当多极展开阶数为零时，(2.32)中 p = 

p′ = 0，故坐标转移矩阵 S 为 
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而根据(2.17)，格林函数构成的阻抗矩阵 GD 为类似形式 
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 =
 
  

G  (3.43) 

由于(3.42)和(3.43)形式相同，故这里以 gi, j 为例说明。 

当计算区域从二维简化为一维时，阻抗矩阵中的元素表示为 

 ( ) ( )
22

20
, 0 0

0 0
4

a

i j i j i j

k
g g H k d d

j



 −
  = = −  r r  (3.44) 

故(3.43)可以重写为 
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N
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G  (3.45) 

显然(3.45)为 Toeplitz 矩阵，故可以用 FFT 加速矩阵乘法 GD∙w。又由于 FFT 为圆

周卷积，故需要先将(3.45)补充为循环矩阵 
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2 1 1 0 1 2

3 2 2 1 0 3
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由此可以将 N×N 维的矩阵乘法写为 N(N − 1)×1 维的结果 

 

0 1
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N N
D

N

g w

g w
IFFT FFT FFT

g

g

−

−

    
    
    
 

    =  
    
    
        

G w  (3.47) 

其中，⨀表示对应元素相乘。 

以上是一维场景的加速，当计算区域为二维时（总网格数 N = L2），上述阻



第 3 章  混合边界问题中的定量逆散射重建方法 

53 

 

抗矩阵(3.43)的第一行按矩阵形式写为 

 

( )
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L L
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第二行按矩阵形式写为 
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第 L+1 行按矩阵形式写为 
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易见，阻抗矩阵各行又构成一个循环矩阵。因此对于二维情况，直接将一维快速

傅里叶替换为二维快速傅里叶变换即可。相应的 g1 矩阵循环延拓为 

 
( ) ( )

( ) ( )
1 1

exp

1 1

1: ,1: 1: , 1:1

1:1,1: 1:1, 1:1

L L L L

L L L L

− 
=  − − − 

g g
G

g g
 (3.51) 

相应的快速计算为 

 ( ) ( ) exp2 2 2D IFFT FFT FFT =G w G W  (3.52) 

同理，当计算区域为三维时，则改为三维傅里叶变换。由此完成阻抗矩阵 GD或

是坐标转移矩阵 S 和向量乘积的加速计算。加速前的时间复杂度为 O(n3)，存储

复杂度为 O(n2)，加速后的时间复杂度为 O(nlogn)，存储复杂度为 O(n)。 

3.4   数值仿真 

本节中分别用矩量法仿真数据和实测数据验证所提方法的有效性。在矩量法

仿真中，生成测量数据的正过程计算由 CG-FFT 方法完成。而在实测数据验证中，

数据来源于法国 Fresnel 研究院于 2005 年公开的一批数据集[111]。 

3.4.1   仿真数据验证一 

在第一个仿真重建场景中，照射源工作在单频 900MHz，波长 λ0 ≈ 0.33m。
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设置成像区域 D 为大小 λ0×λ0 的矩形区域，测量区域 C 在包围成像区半径 3λ0 的

圆弧上。40 个极化方向为+z 方向的线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射单频

连续波，每个线电流源照射时都会有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该

点处的场强。令 P = 40 个线电流源在位置 rp处，rp 同样均匀分布在[−π, +π)的圆

弧上，第 q 次照射产生的辐射场为 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

0 , 0 0

1

20
, 0 0

1

1

4

4
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inc

q p p

p V
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q p p
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E j a H k d
j

a H k
j

 


=

=

  = − − −

= −

 



r r r r r r

r r

 (3.53) 

其中 

 ,

1

0q p

p q
a

p q

=
=


 (3.54) 

在正过程计算中，成像区域被剖分为 50×50 个网格，测量数据 esca 上被加上零均

值单位方差的高斯噪声，噪声强度定义为 

 ( )
2

1

M sca

qm
m M SNR

=
 e  (3.55) 

其中，信噪比 SNR = 10dB。 

成像目标为边长 λ0/4 的矩形金属铜柱和矩形介质柱。其中，介质柱的相对介

电常数为 5，故其对比度函数幅度为 4。金属铜柱的电导率为 6×107 S/m。两个方

柱中心点距离 3λ0/8，如图 3.2 所示。 

 

图 3.2 成像场景示意图 

为了避免逆犯罪问题[13]，而在逆过程重建中，成像区域被剖分为 30×30 个网

格。分别用经典 CSI 方法、逆 T 矩阵方法和所提的交替参数更新法分别对目标

进行重建，为了保证比较公平，三种方法均采用后向投影解作为对比度源的初值，

且三种方法均迭代 512 次。重构结果如下图 3.3 所示。图中，(a)、(b)和(c)分别

为介质的对比度函数、导体的对比度函数和目标的传输系数的真值。图 3.3. (d)

和(e)分别为对比度源方法重建的介质对比度函数和导体对比度函数，而图 3.3. (f)

λ0/4 

成像区 D 

介质目标 导体目标 

−λ0/2 

λ0/2 

0 

−λ0/2 λ0/2 0 

3λ0/8 
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为逆 T 矩阵法重建的传输系数。图 3.3. (g)、(h)和(i)分别为交替参数更新法重建

的介质对比度函数、导体对比度函数和传输系数。对比图 3.3. (b)和(e)可以发现，

传统方法在重建导体时，受限于导体内总场为零，导致观测函数的 G∙ diag(e)的

秩缺失。而导体目标重建的病态性，造成图 3.3. (e)中的导体对比度函数内部为

零。而导体区域的奇异性严重扰动其它区域的重建，也导致图 3.3. (d)的介质重

建无法聚焦。图 3.3. (d)中重建的介质对比度峰值仅为 3.4，且空间分布明显扩散

开。 

 

图 3.3 重建结果 

而图 3.3. (f)中，传统的逆 T 矩阵法在重建导体和介质传输系数时，仅提供

定性区分。由于多极展开阶数有限，故更高阶的场和目标之间的相互作用被忽略，

导致其无法精确重建两个目标边界。 

相比之下，本研究所提的交替参数更新法可以较为准确的定量重建介质对比

度函数，如图 3.3. (g)所示，所提方法重建的介质对比度为 4.1，且在空间分布上

更接近真实目标轮廓。由于交替参数更新时仅更新导体的边界传输系数，所提方

法在重建导体目标时不需要导体内部的场，故规避了导体内零场带来的病态性。

所提方法重建的导体如图 3.3. (h)所示，解决了传统方法重建的导体内部为零的

问题，反过来也促进了介质的对比度的聚焦。在更准确的介质先验下，重建的传

(a). (b). (c). 

(d).CSI (e).CSI (f).逆 T 矩阵法 

(g). (h). (i). 

介质对比度函数 导体对比度函数 传输系数虚部 

真值 

对比方法 

所提方法 
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输系数也更加准确，如图 3.3. (i)所示，其目标边界的清晰度优于图 3.3. (f)的传

统方法。由此，验证了本研究所提方法的有效性。 

3.4.2   仿真数据验证二 

在第二个仿真重建场景中，成像构型同示例一。40 个极化方向为+z 方向的

线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射单频连续波，每个线电流源照射时都会

有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该点处的场强。在正过程计算中，成

像区域被剖分为 50×50 个网格，而在逆过程重建中，成像区域被剖分为 30×30 个

网格。测量数据 esca 上被加上零均值单位方差的高斯噪声信噪比 SNR 为 10dB。 

成像目标为介质和导体混合散射体：一个边长 λ0/5 的矩形铜柱被包裹在半径

2λ0/5 的圆形介质柱内，铜柱的电导率为 6×107 S/m，介质柱的相对介电常数为 5。

成像目标的构型如图 3.4 所示。 

 

图 3.4 成像场景示意图 

分别用经典 CSI 方法、逆 T 矩阵方法和所提的交替参数更新法分别对目标

进行重建，为了保证比较公平，三种方法均采用后向投影解作为对比度源的初值，

且三种方法均迭代 512 次。重构结果如下图 3.5 所示。 

图中，(a)、(b)和(c)分别为介质的对比度函数、导体的对比度函数和目标的传

输系数的真值。图 3.5. (d)和(e)分别为对比度源方法重建的介质对比度函数和导

体对比度函数，而图 3.5. (f)为逆 T 矩阵法重建的传输系数。图 3.5. (g)、(h)和(i)

分别为交替参数更新法重建的介质对比度函数、导体对比度函数和传输系数。 

对比图 3.5. (b)和(e)可以发现，传统方法在重建导体时，受限于导体内总场

为零，导致观测函数的 G∙ diag(e)的秩缺失。而导体目标重建的病态性，造成图 

3.5. (e)中的导体对比度函数内部为零。而导体区域的奇异性严重扰动其它区域的

重建，也导致图 3.5. (d)的介质重建无法聚焦。图 3.5. (d)中重建的介质对比度峰

值仅为 3.4，且空间分布明显扩散开。 

而图 3.5. (f)中，传统的逆 T 矩阵法在重建导体和介质传输系数时，仅提供

定性区分。由于多极展开阶数有限，故更高阶的场和目标之间的相互作用被忽略，

4λ0/5 

成像区 D 

−λ0/2 

λ0/2 

0 

−λ0/2 λ0/2 0 

λ0/5 
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导致其无法精确重建两个目标边界。 

相比之下，本研究所提的交替参数更新法可以较为准确的定量重建介质对比

度函数，如图 3.5. (g)所示，所提方法重建的介质对比度为 4.1，且在空间分布上

更接近真实目标轮廓。由于交替参数更新时仅更新导体的边界传输系数，所提方

法在重建导体目标时不需要导体内部的场，故规避了导体内零场带来的病态性。

所提方法重建的导体如图 3.5. (h)所示，解决了传统方法重建的导体内部为零的

问题，反过来也促进了介质的对比度的聚焦。在更准确的介质先验下，重建的传

输系数也更加准确，如图 3.5. (i)所示，其目标边界的清晰度优于图 3.5. (f)的传

统方法。由此，验证了本研究所提方法的有效性。 

 

图 3.5 重建结果 

3.4.3   仿真数据验证三 

在第三个仿真重建场景中，为了说明所提方法对复杂场景的重建能力，设置

为安检场景。成像区域设为 0.64 m × 0.64 m 的矩形区域，40 个极化方向为+z 方

向的线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射 900MHz 的单频连续波，每个线电

流源照射时都会有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该点处的场强。在正

过程计算中，成像区域被剖分为 262×262 个网格，而在逆过程重建中，成像区域

(a) (b) (c) 

(d) CSI (e) CSI (f) 逆 T 矩阵法 

(g) (h) (i) 

介质对比度函数 导体对比度函数 传输系数虚部 

真值 

对比方法 

所提方法 
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被剖分为 98×98 个网格。测量数据 esca 上被加上零均值单位方差的高斯噪声信噪

比 SNR 为 10dB。 

成像目标为一个持械人体如图 3.6 所示。本文根据美国国家医学图书馆中

（ NIH ） 人 体 可 视 化 项 目 （ Download Visible Human Project Data  

https://www.nlm.nih.gov/databases/download/vhp.html）数据集中的人体剖面图像

构建人体介电常数分布图，其中 VHP Male Data 数据中的 70mm 分辨率的 1459

剖面图如下图 3.7 左侧所示： 

                     

图 3.6 成像场景示意图 

 
图 3.7 人体可视化剖面数据 

根据 900MHz 脂肪、肌肉和骨骼的介电常数构建的介电常数分布图如图 3.7 右侧

所示。在人体目标边上设置 12.4 cm × 3.6 cm 的矩形金属目标，取电导率为 107 

S/m。分别用经典 CSI 方法、逆 T 矩阵方法和所提的交替参数更新法分别对目标

进行重建，为了保证比较公平，三种方法均采用后向投影解作为对比度源的初值，

且三种方法均迭代 512 次。重构结果如下图 3.8 所示，横纵坐标相对于波长归一

化，可见导体目标仅为波长的 1/10，而介质目标也仅占一个波长。 

图中，(a)、(b)和(c)分别为介质的对比度函数、导体的对比度函数和目标的传

输系数的真值。图 3.8. (d)和(e)分别为对比度源方法重建的介质对比度函数和导

体对比度函数，而图 3.8. (f)为逆 T 矩阵法重建的传输系数。图 3.8. (g)、(h)和(i)

分别为交替参数更新法重建的介质对比度函数、导体对比度函数和传输系数。 

对比图 3.8. (b)和(e)可以发现，由于导体内总场为零，传统方法完全无法重

可视化人体剖面图 人体剖面介电常数图 

https://www.nlm.nih.gov/databases/download/vhp.html）
https://www.nlm.nih.gov/databases/download/vhp.html）
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建低于分辨率的导体。而导体目标重建的病态性，造成图 3.8. (d)中的介质目标

受到严重扰动，故介质重建无法聚焦。而图 3.5. (f)中，传统的逆 T 矩阵法在重

建导体和介质传输系数时，仅提供定性区分。由于多极展开阶数有限，故更高阶

的场和目标之间的相互作用被忽略，导致其无法精确重建两个目标边界。 

 
图 3.8 重建结果 

相比之下，本研究所提的交替参数更新法可以较为准确的定量重建介质对比

度函数，如图 3.8. (g)所示，所提方法重建的介质对比度空间分布上更接近真实

目标轮廓。由于交替参数更新时仅更新导体的边界传输系数，所提方法在重建导

体目标时不需要导体内部的场，故规避了导体内零场带来的病态性。所提方法重

建的导体如图 3.8. (h)所示，解决了传统方法重建的导体内部为零的问题，反过

来也促进了介质的对比度的聚焦。在更准确的介质先验下，重建的传输系数也更

加准确，如图 3.8. (i)所示，其目标边界的清晰度优于图 3.8. (f)的传统方法。由

此，验证了本研究所提方法的有效性。 

3.4.4   实测数据验证 

在 Fresnel 研究院 2005 年的数据集中，我们选择数据 “FoamMetExt”进行验

证。该数据中，目标为一个直径 28.5mm 的金属铜柱贴着一个直径 80mm 的泡沫

塑料柱放置，如下图 3.9.(a)所示。其中，泡沫塑料柱的相对介电常数为 1.45±0.15。

(c) (a) (b) 

(d) CSI (e) CSI (f) 逆 T 矩阵法 

(i) (g) (h) 

对比度函数实部 对比度函数虚部 传输系数虚部 

真值 

对比方法 

所提方法 
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收发天线分别为布置在距离坐标中心半径 1.67m 的圆环上的两个双脊喇叭天线，

如图 3.9.(b)所示。发射天线从 0 度到 340 度，以 20 度步进依次在圆环上向成像

区域中心照射，共 18 次照射。每次照射时，有接收天线相对于发射天线方位 60

度到 300 度，以 1 度步进依次测量所在位置场强。数据集中，以 2GHz 为步进，

提供 2-18GHz 下的有目标和无目标时的测量散射场，本实验取工作在 4GHz 的

测量结果进行处理。 

 
图 3.9 成像场景示意图 

 

图 3.10 双脊喇叭天线 

本文选择成像区域为大小 150 mm×150 mm的矩形区，并将其离散化为 44×44

个网格。由于在重建中需要知道空间中的入射场分布，故首先根据空场景的测量

数据反推照射天线口面电流源分布。实际喇叭天线尺寸未知，故无法得到精确的

天线口面数据，根据 Graf 加法定理 

 ( ) ( ) ( ) ( )jm jnj m n

m m n n

n

B e B e J e
 −

+
  +

+

=−

− = x y yxx y x y y x  (3.56) 

任意位置的线电流源的辐射场可以等效为其它位置的多极子辐射场。反之，各个

位置的线电流源的辐射场可以等效为同一个位置的多极子辐射场。由于照射天线

的位置精确已知，故可以用源位置处的加权多极子辐射场拟合辐射天线的口面场。

在第 q 次照射中 P 个天线产生的辐射场写为 

 ( ) ( ) ( ) ( ),20 0
, , 0 ,

14

q p

P
j

inc q p p q p

p

E c H k e


 


 


+
−

= =−

= − − 
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r r r  (3.57) 

其中，αq, p 为第 q 次照射中第 p 个天线的激励权重，由于一次照射仅有一个天线

工作，故取值同(3.54)。cγ, p 为第 p 个天线位置处的第 γ 阶多极子的权重，φ(rq, p − 

54.25 

x 

y 

铜柱 

泡沫塑料柱 

电场极化方向 

接收天线 

发射天线 

成像目标 

(a). (b). 
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r)为矢量 rq, p − r 的角度。故给定一次照射的 M 个测量位置 rq, m (m = 1, …, M)，

则无目标的自由空间测量数据为 

 
sca

q q=e H c  (3.58) 

其中 
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( ) ( ) ( )
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, ,

, 2 1 1

20 0
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2 14
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q q p q p q m

M P
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H k e
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−

 +

 =  

 
= − − 
 

r r

c

H r r
  

解(3.58)方程即可得到拟合入射场的多极展开权重。对 4GHz 测量数据的第一个

照射源的拟合结果如图 3.11 所示，其中红色点为测量数据，蓝色虚线为拟合出

的辐射场分布。由于只采用± 3 阶拟合，且测量数据含有噪声，故对主瓣和靠近

主瓣两侧的测量数据能较好的拟合，而对测量结果中远离主瓣的副瓣分量难以准

确拟合，表明信噪比对(3.58)方程有较高的影响。 

 

图 3.11 多极展开拟合入射场测量数据 

同第一个验证过程，分别用经典 CSI 方法、逆 T 矩阵方法和所提的交替参

数更新法分别迭代 512 次对目标进行重建，且三种方法均采用后向投影解作为对

比度源的初值。重建结果如图 3.12 所示。其中，横纵坐标均相对于波长归一化，

可见目标尺寸均在亚波长量级。 

图中，(a)、(b)和(c)分别为介质的对比度函数、导体的对比度函数和目标的传

输系数的真值。图 3.12. (d)和(e)分别为对比度源方法重建的介质对比度函数和导

体对比度函数，而图 3.12. (f)为逆 T 矩阵法重建的传输系数。图 3.12. (g)、(h)和

(i)分别为交替参数更新法重建的介质对比度函数、导体对比度函数和传输系数。

同样图 3.12 .(d)和(e)表明传统方法受限于导体内总场为零带来的病态性，造成导

体重建误差较大，而导体区域的奇异性更加严重扰动介质的重建，图 3.12 .(d)中

介质的重建完全失败。而图 3.12. (f)中，传统的逆 T 矩阵法在重建导体和介质传

0 49
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输系数时，仅提供定性区分，其无法提供两个目标的精确轮廓。 

相比之下，本研究所提的交替参数更新法可以较为准确的定量重建介质对比

度函数，如图 3.12. (g)所示，所提方法重建的介质对比度在 0.45 附近，且在空间

分布上更接近真实目标轮廓。由于交替参数更新时仅更新导体的边界传输系数，

所提方法在重建导体目标时不需要导体内部的场，故规避了导体内零场带来的病

态性，如图 3.12. (h)所示，反过来也促进了介质的对比度的聚焦。在更准确的介

质先验下，重建的传输系数也更加准确，如图 3.12. (i)所示，其目标边界的清晰

度优于图 3.12. (f)的传统方法。由此，验证了本研究所提方法的有效性。 

 

图 3.12 实测数据重建结果 

3.5   本章小结 

在常见的逆散射成像应用中，导体和介质并存的情况极其常见。而导体内部

的零场造成测量信息的缺失，带来了观测矩阵有效秩的缺失，进而加重了逆散射

成像问题的病态性。然而利用边界条件进行重建则不受该零场效应影响，但受限

于展开阶数，只能定性重建。本章从正则化角度出发，尝试定性分割导体和介质

(a). (b). (c). 

(d). CSI (e). CSI (f).逆 T 矩阵法 

(g). (h). (i). 

介质对比度函数 导体对比度函数 传输系数虚部 

真值 

对比方法 

所提方法 



第 3 章  混合边界问题中的定量逆散射重建方法 

63 

 

目标区域实现对观测矩阵的降维，变相完成了对逆问题的子空间约束，实现了病

态问题的正则化。 

首先，本章在统一了基于边界条件的多极展开模型和基于体等效原理的等效

电流模型的基础上，进一步将定量重建问题划分为了介质的定量重建和导体边界

的定性重建，得到了关于介质对比度和导体传输系数的模型。之后，利用 Krylov

子空间法对两个参数进行交替更新，实现了两个相关的方程的同时重建。在算法

设计中，研究了高维矩阵乘法的加速方法，降低了计算和存储复杂度。最后，通

过矩量法仿真和实测数据验证了所提方法的有效性。 
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4 第 4 章  基于超振荡效应的逆散射超分辨方法 

由于趋肤效应，本文需要处理波长量级的成像问题，故需要接近甚至超越衍

射极限的成像分辨率。为了处理超越衍射极限的问题，本章以超振荡效应为理论

基础，构建逆散射成像框架下的超分辨方法。首先，我们将说明本研究中所面对

的两大问题：第一个问题是非线性成像的超分辨理论存在争议，即在不引入强先

验信息的前提下，非线性逆散射成像分辨率是否优于线性逆源成像；第二个问题

是如何在不修改成像构型的前提下，在微波成像系统中的直接应用超振荡效应。 

在 4.1 节中，本章首先从格林函数的角度分析了成像系统的衍射极限，得到

了逆源成像系统均受限于 λ/2 极限的结论，并指出在非线性问题中该结论存在争

议。随后回顾了现有的物理超分辨成像方法，指出了超振荡效应在物理超分辨的

优势和在微波成像上应用的挑战。在 4.2 节中，介绍了超振荡效应的数学原理以

及其潜在的正则化效应，并说明其与 Shannon 信道容量理论的统一性。在 4.3 节

中，基于超振荡效应给出了非线性逆散射的超分辨理论，并据此提出了直接法和

间接法两套入射场优化策略。根据所提的入射场优化策略，本文进一步说明了超

振荡效应和非线性问题正则化的等价性。最后，所提算法在电磁仿真和实测数据

上和无入射场优化的结果进行对比，验证了该算法的有效性。 

4.1   超分辨基础理论 

4.1.1   衍射极限与非线性效应 

首先我们说明成像系统中经典的极限分辨率的定义。根据(2.7)直接写出二维

问题中线源的辐射场 

 ( ) ( ) ( )20
0 0

4
E H k


= − −r r r  (4.1) 

代入 Hankel 函数积分表达式 
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得到 
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由于 kx
2 + ky

2 = k0
2，当 kx > k0时 ky为虚数，(4.3)中被积分项在 kx∈(−∞, − k0)(+k0, 
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+∞)区间内为一系列沿着± y 方向衰减的倏逝波，如图 4.1 所示。二维情况下格

林函数描述出的倏逝波沿着垂直于视线方向衰减，且在远场趋于零。因此，在远

场条件下的波函数可以表示为 

 ( ) ( )  ( )  ( ) 0
0 0

0

1
, ,

02
xjk x x x

x x x

x

E k k k
E D E k k e dk D E k k

k k

+

−

 
= = 


r  (4.4) 

根据测不准原理[112]，函数在一个域中的宽度与其在变换域中的宽度大致呈倒数

关系。Ernst Abbe 认为任意一个成像系统的空间谱支撑集为[−NAk0, NAk0]， NA 

= sin θ 为数值孔径，其中 θ 为成像系统有效孔径的半边视角[113]。假设孔径内的

空间谱均匀填充，则 

 

图 4.1 线源生成的倏逝波示意图 
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如果以 sinc 函数峰值到第一个零点的宽度作为其可分界限，则有 Abbe 衍射极限 

 
0

0 2
Abbex

NAk NA


 = =  (4.6) 

该式描述了成像系统一个像素的极限大小。而 Rayleigh 极限则定义为两个(4.5)中

sinc 函数可分的极限间距[114] 

 00.61
Rayleighx
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 =  (4.7) 

 

 

图 4.2 成像构型示意图 
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当成像系统孔径足够大时，有效孔径夹角 θ = π/2，相应的 NA = 1，则极限分

辨率为 λ0/2。可见当成像系统孔径足够大时，例如图 4.2 中收发阵列包围成像区

域的成像构型，成像系统的分辨率上限为 π/k0，即波函数的谱 k0 决定分辨率。 

因此，一个成像系统内所能达到的分辨率由可观测的场的空间谱决定。体等

效原理说明了回波的场由格林函数和等效电流密度函数的卷积决定，即 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0
0 exp

2

sca

eq

eq

j

j
j d








= − 

−
=   

E r G r J r

G k J k k r k
 (4.8) 

故源的谱经过格林函数滤波后得到回波的谱。然而，格林函数是波动方程的解 

 ( ) ( )2 2

0 0k G   + = − −u r r u  (4.9) 

其中 k0 是(4.9)波函数的特征值。以二维格林函数为例 
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当 kr ≠ k0 时，有 
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而当 kr = k0 时，有 
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综合(4.11)和(4.12)可以得到结论 

 ( ) ( )0 0

02
r

j
G k k

k


−
 −k  (4.13) 

将空间谱画出如图 4.3 所示，可见二维格林函数为保留 kx
2 + ky

2 = k0
2 空间谱分量

的滤波函数。(4.8)中以格林函数为核的积分算子的点谱为 k0，由于有可数点谱的

算子是紧算子，故该格林算子构成紧算子。因此，根据回波 Esca 对源 Jeq 成像本

身就是一个病态问题，这个问题的病态性造成了成像系统的空间谱受限于病态算

子的谱宽±k0，进而导致了成像极限分辨率低于 π/k0 的结果。 

 

图 4.3 二维格林函数的空间谱 

kx 

ky 

kr = k0 
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换而言之，即使假设有一个理想的成像系统的孔径填满了整个 4π 范围的立

体角，即任意小的收发天线布满了包围成像区域 D 的球面 S，如图 4.4 所示。其

所能达到的极限分辨率最终由回波的空间谱决定。而由于格林算子的病态性，可

获得的回波空间谱始终不会超过 k0 的。综上，成像系统的极限分辨率是由观测函

数的病态性决定的。以上对成像系统的极限分辨率的说明是建立在源与场的关系

上，根据(4.8)表述，二者由格林函数联系。在常见的光学成像或是逆源成像问题

中，分辨的是两个点源的分布。换而言之，重建对象并非散射体本身，而是散射

体上的等效电流密度函数 Jeq。因此，其极限分辨率完全由格林函数决定，上限

在 π/k0。 

 

图 4.4 观测构型示意图 

然而在非线性的逆散射成像中，重建对象并非等效电流源，而是散射体本身

的本构参数，即对比度函数或是传输系数。等效电流等于后者乘以总场或是总场

的多极展开系数， 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0eq j j t  = = 
E

J r E r r c r r  (4.14) 

这导致对源的分辨不同于对本构参数的分辨。因为中间还涉及对总场的重建，无

法直接从傅里叶变换的角度分析本构参数的分辨率，故非线性逆散射重建是否存

在超分辨的可能成为了一个研究热点[11][65-68]。一种常见的解释是非线性重建涉及

到对总场的求解，而总场包含了目标区域中场的耦合关系，故能利用更多倏逝波

分量进行重构[11]。然而，这种倏逝波被转化为传输波的过程并没有严格的数学描

述[14]，因此是否存在该效应被部分学者质疑。另一方面，在不引入正则化效应的

情况下，无法保证准确的总场重建，也就导致本构参数的解空间和等效电流源的

解空间并无不同[68]。因此，有学者认为非线性逆散射能得到超分辨的结果完全是

依靠正则化的效应，而非非线性本身的收益。 

因此，在非线性逆散射的框架下，不依赖强先验信息的超分辨能力需要更明

确的理论分析。 

4.1.2   物理超分辨成像方法 

通常，成像系统为了提高分辨率的做法是加入透镜来改变成像系统的有效孔

S: Surface of Measurement 

D: Domain of Interest 
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径夹角 θ，以约束成像区域范围为代价放大孔径得到更多的空间谱填充范围。在

微波成像系统中，就是在阵列前加超表面透镜[73]。然而当有效孔径提高到 π/2 后，

依然受到倏逝波衰减的影响，其所能达到的极限分辨率为 λ0/2。想要获得高于极

限分辨率的成像效果，一种方法是获取倏逝波分量。从(4.2)可见，倏逝波分量就

是成像系统空间谱带宽以外的高频分量。由于其衰减特性，成像系统需要在近场

工作以保证倏逝波能量高于噪声[11]。另一种方法则是通过物理手段修改成像构型，

例如将目标包裹在非均匀浸没式透镜内、在成像区域放置编码超表面等[75-78]，将

波束从自由空间传播转为已知媒质中传播，导致成像系统的格林函数带宽展宽，

带来更高的空间谱填充。通常这类成像系统在成像时会考虑这些已知媒质，而在

分辨率比较时又忽略已知媒质，和自由空间分辨率进行对比。这类方法将超分辨

解释为“将倏逝波转化为传输波”，实际上是借助了复杂化的成像构型的先验信

息，在一定程度上甚至将病态逆问题转为良态问题[74]。以上两种方法都在试图绕

过极限分辨率的定义，通过修改边界条件来拓宽空间谱，带来了应用上的局限性。

大多数情况下，例如穿墙或是探地，成像区域不可介入，更无法利用近场效应或

是导入特殊材料修改成像空间。 

然而，超振荡理论给了我们一个直面极限分辨率挑战的机会。在带宽有限函

数集合构成的空间中，傅里叶基函数成为了过完备基函数，导致给定带宽限制的

函数可以拟合局部任意跳变速率的离散点[90]。换而言之，用带宽 k0 的函数在局

部去拟合分辨率高于 k0的波形。在成像系统的极限分辨率分析中，空间谱宽度被

认为是唯一决定空域波函数分辨率的因素，而超振荡理论确认空域波函数的跳变

速率不仅由带宽决定，还由信号能量决定[90]。因此，通过能量的累积来获得带宽

以外的信息成为可能。近几年，超振荡成为光学超分辨领域热点研究方向，其常

见做法是设计超表面掩膜、光瞳滤波器或是透镜，将光衍射后形成超振荡聚焦点，

在扫描模式下完成超分辨成像[115]。可见，这类做法与前面所提的“倏逝波转化

为传输波”类修改成像构型的方法并无结构上的区别。虽然激励源为低频，但是

通过了宽带的器件调制，修改了成像构型。此外，大多数超振荡合成方法需要拟

合函数有一定的带宽[116]，由于光学成像中仅关注幅度信息，故不同频率的波可

以直接叠加。 

而在微波波段，不同频率的波函数叠加造成合成的超振荡聚焦点存在时变性，

难以在长时间内维持。故起初在微波成像系统中，超振荡被用于设计点成像系统

的扩散函数，在时域构建聚焦点而非空域[84][85]。随后，单频的涡旋电磁波被发现

具有超分辨潜力，并构建了分辨率和其携带的轨道角动量的关系[86]。虽然没有明

确分析，但是李廉林等人提出其可能具有超振荡效应。Kozawa 等人证明高阶径

向 Laguerre-Gaussian 波束本身就具备超振荡效应[83]，由于与涡旋波同属于柱坐
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标系波动方程的解，故间接说明了涡旋电磁波的超振荡效应。 

然而，基于轨道角动量的超分辨潜力被质疑仅仅是源于空间分集效应[91]。根

据(4.8)结论，更高阶的涡旋波照射并不能激发高频的回波，回波依旧受到格林函

数通带的限制。换而言之，没有明确结论说明超振荡效应直接将病态成像问题转

化为良态问题。在不加入超材料或是透镜去修改成像构型的前提下（即光学做法），

单纯依靠收发天线的单频波束能否将高频信息调制到低频并恢复，依旧存疑。 

综上，在微波成像系统中，不改变成像构型的前提下，直接利用超振荡效应

有待进一步研究。 

4.2   超振荡原理 

在对衍射极限的论述中，我们说明了成像系统的分辨率和空间谱的关系，根

据该关系可以发现：成像系统的分辨率上限受到成像问题的病态性约束。而在子

空间约束下，病态问题的稳定性能得到明显改善。因此，在本节，我们将说明超

振荡能实现超分辨成像，本身就是一种子空间约束下的正则化方法。 

4.2.1   超振荡与病态逆问题 

一个典型的超振荡函数如 

 ( ) ( )cos sin 1, 1
N

f x x ia x a N= +   (4.15) 

是一个频谱与 a 无关的有限带宽函数。而当 x 趋于 0 时，有 f (x) ≈ exp(iaNx)，该

式的振荡频率却可以随着 a 任意增大而增大，也就是局部波形的振荡速率不受限

于全局带宽。显然要解释这种违背直觉的效应，需要回到抽象空间分析这一类函

数的采样定理。 

给定采样函数所在的 Hilbert 空间 Hk0 = L2[−k0, k0]，即带宽 k0 内的平方可积

函数空间。那么真正严格的带宽有限函数 f 应当满足 f∈Hk0，且存在 c(f) < k0 使

得 

 ( ) ( )0f k k c f=   (4.16) 

并满足各阶偏导均在 Hk0 空间内。这样的严格带宽有限函数构成了 Hk0 的一个子

空间 Bk0。由于各阶可导，故 Hk0 内的任意函数均可以被 Bk0 内的函数以 Taylor 展

开逼近，故 Bk0 在 Hk0中稠密。 

由于傅里叶变换是函数在其所在不变子空间的投影，因此需要借助算子的谱

分解来提供在该不变子空间投影的直交基，这里采用常见的乘法算子 

 ( ) ( ):T f r Tf rf r→ =  (4.17) 

乘法算子在傅里叶变换域则可以写为 
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 ( ) ( ):T f k Tf i df k dk→ = −  (4.18) 

根据(4.16)，Tf∈Bk0 对 f∈Bk0 始终成立，故乘法算子满足 T: Bk0→Bk0 的映射关系。

因此分析乘法算子在 Bk0 上的谱分解就可以得到该空间上投影的直交基。 

令给定区间[n, n+1]上的特征函数 fn(x)，则||fn|| = 1，且满足 

 
( )

3 3
12 2

1

3

n

n
n

n n
Tf r dr

+ + −
= =  (4.19) 

故当 n → +∞，有||Tfn||→ +∞，所以 T 是无界算子。由于 Bk0 在 Hk0中稠密，故定

义在 Bk0 上算子 T 是一个稠定的无界算子，且 D(T) ⸦ D(T*)。根源在于严格带宽

有限函数空间 Bk0 无法构成闭空间，因而不是 Hk0 中的完备子空间。由于无法直

接在非完备子空间上构造完备直交基，故对该无界算子进行谱分解前需要先对该

算子进行自伴扩张。自伴扩张通过约束其定义域实现 

 
( ) ( ) ( ) i

TT
D f D f k e f k


=  − =  (4.20) 

相应自伴扩张后的算子有谱分解 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

0 0

exp 2
2 4

n n n

n n n

T t n Z

n
t t k k

k k



 

  


 



= 

= − =

t t

t
 (4.21) 

其中，tn
α 是特征值，tn(α)是特征向量。可见，对任意 α∈R 和 n∈Z，都有唯一的

r∈R 满足 tn
α = r。所有 T(α)(α∈R)的定义域的直和就是 T*的定义域，故又有 T*tn(α) 

= tn
αtn(α)对所有 α∈R 成立。 

由于 t = { tn(α)| α∈R, n∈Z}为 Fourier 直交基，有 L2-Fourier 变换 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
0

0

2

0

, ,

1
exp 2

2

n n

n

k
kr

n n
k

n

f r f f t

f t i t k e dk
k



  





+

=−

++

−
=−

= =

 
= − 

 





t t t

 (4.22) 

易见，(4.22)就是采样定理的形式。由于 tn(α)是同一个算子在不同定义域约束下

的特征向量，故当 α1 ≠ α2 时，tn(α1)与 tn(α2)之间并不正交 

 ( ) ( ), 0n m     t t  (4.23) 

因此，在 Hk0 上完备的 Fourier 基 t 在子空间 Bk0 上构成了一套过完备基。换而言

之，在子空间 Bk0 上可以用低维的基函数拟合高维 Fourier 直交基。 

故假如超振荡效应存在，那么给定任意 N 个离散时间 r1, …, rN 和幅度 a1, …, 

aN，总有 f∈Bk0 满足 
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( )

( ) ( )
   

,

, ,

i i i

i

i n n i

n

f x f a

f t f a
+

=−

= =


=

t

t t
t t

 (4.24) 

若假设成立，当且仅当<ti, tn(α)>满秩。由于{tn(α)}过完备，故该矩阵满秩当且仅

当{ti}相互线性独立。假设{ti}相互线性相关，则存在非零 λi 使得 

 
1

0
N

i i

i


=

= t  (4.25) 

对上式重新用 T*映射得到 

 

1

1 1

1 2 2 2

1 1 1

1 2

0
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N
n

i i i
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N

N N N
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=

− − −
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 t
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 (4.26) 

可见，特征值矩阵为范德蒙德阵，其行列式为 

 ( )
1

det k j

j k N

r r
  

= −  (4.27) 

由于拟合的各离散点 xi 互不相同，故该范德蒙德阵可逆。则对任意 i = 1, …, N 都

存在 λiti = 0，故 λi = 0。故特征向量集{ti}相互线性独立，即方程有解。故超振荡

效应存在。 

综上，超振荡效应源于 Fourier 基函数在严格带宽有限函数构成的子空间 Bk0

上构成一组过完备基，从而可以依靠有限带宽函数拟合任意跳变的离散点。而根

据(2.53)的结论，在病态逆问题中，第一类 Fredholm 积分算子 K: X → Y 将不可

数维 Hilbert 空间 X = L2[a, b]映射为其中稠密的可数维空间 Y ={χ(aν, bν) (s)}，导

致其不可逆。而在衍射极限的讨论中，我们说明了该空间 Y 上的元素均属于严格

带宽有限函数，即 Y ⸦ Bk0。因此，若令 Xn 为 X 在可数基函数上的投影，则有投

影算子 P: X → Xn 使得 

 , ,n n n n n nn n
Px x x x X x X  = =     (4.28) 

根据(4.24)结论，不论 x 的带宽多少，总存在 y∈Bk0 使得 

 ( ) , 1, ,i i iy r y x i n= = =ξ  (4.29) 

故存在算子 Kn
−1: Y→ Xn 构成离散化逆问题的解 Kn: Xn → Y。换而言之，离散化

过程 P 构成了对解空间 X 的约束，使得我们可以基于超振荡理论用有限带宽函

数 y∈Y 拟合任意高频的跳变点{xn}。 
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4.2.2   超振荡与信噪比的关系 

直觉上，超级振荡似乎为将任意信息编码进任意小的窄带信号并传输提供了

可能，这是否与 Shannon 定理的 Blog2(1+S/N)相悖？此外，在以上分析中，病态

逆问题的离散化过程约束了解空间，使得我们可以根据超振荡理论用低频函数拟

合离散的任意高频跳变点。故基于超振荡效应解决逆问题的过程同样可以视为一

个正则化过程，而作为一个正则化策略就需要分析其随噪声扰动的收敛性。 

这里依旧在 Hilbert 空间 L2 空间下分析，则对任意 f∈Bk0 有 Parseval 等式 

 ( )( )0

0

2

22

k

k
f f k dk f

−
= =  (4.30) 

易见，(4.30)隐含了对信号带宽[−k0, k0]的限制。对 f(r)的微分求二范数 

 
( ) ( )

( ) ( )

0

0

0

0

2
2 2

2
2

2 22

0
2

2

2 2

k
i kr

k

k

k

df r dr f k i k e dk

kf k dk k f



 

−

−

 =  

= 




 (4.31) 

由此建立函数能量和微分能量的关系。根据 Schwarz 不等式，有 

 ( ) ( )
0 0

0 0

2 222 2

0
2

2
k k

i kr

k k
f r f k dk e dk k f

+ +

− −
  =   (4.32) 

对上式两侧同时求导，结论同样成立 

 
22

0
2

2f k f   (4.33) 

联立(4.31)和(4.33)得到 

 3/2

0
2

2 2f k f   (4.34) 

即有限带宽函数的跳变率由函数能量||f||2 和带宽 k0 共同决定。假设以 f(r)拟合 2

个插值点{(r0, 1), (r1, −1)}，其中 rn = nδ, δ = 1/kδ。即插值点的频率为 kδ。则有 

 ( ) ( ) ( )( )
0

0 1

0

2 2 3 2

0 1 02
2 2 3

k
i kr i kr

k
f r f r f k e e dk f k

   
+

−
− = −   (4.35) 

故两点插值所需函数能量为 

 
3 2

0

2
6

k k
f 



−

  (4.36) 

将该结论扩展到 n 个插值点{(r0, 1), (r1, −1), …, (rn, (−1)n)}，则有[91]结论 

 
( )

( ) ( )

2 3
2 2

2 1 3 22

0

2 2 1

1

N

N

N
f

k N  

−

−

−

−
a  (4.37) 

其中，α 是矩阵 S 最小特征值对应的特征向量 

 ( )0 0sinij i jS k c k r r = −
 

 (4.38) 

同理有信号的平均功率 
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 ( )
( )

( ) ( )

2 3
2 2

2 1 5 22

0

2 2 1
1

1

N

N

N k
f N

k k N






 

−

−

−
−

−
a  (4.39) 

要保证函数的超振荡分量有效，至少需要保证噪声幅度低于拟合的跳变信号

幅度。而以上结论建立在拟合的跳变波形幅度归一化的前提下，即噪声平均功率

σnoise ≤ 1，故(4.39)的平均功率可以近似视为最低信噪比。易见，利用超级振荡来

实现信息的压缩，需要能量随着拟合频率的增长而指数增长，是一种以信噪比为

代价换取带宽的方法。因此，超振荡的现象并不与香农理论冲突。 

从正则化的角度来看，用超振荡效应逼近高频函数的离散点，等价于构造逼

近逆算子的正则算子 Kn
−1: Y→ Xn。在测量数据的信噪比给定的前提下，而拟合

对象{xn}和拟合函数 Kn
−1y 之间的偏差由可拟合的频带上限 kδ 决定。当采样率为

ks 时，重构误差为 

 ( ) ( ) ( )
2 2 21

2
2 2

sk

n n s a
k

x K y x k dk k k x k




−− =  −  (4.40) 

其中，ka 为 x 的频谱分量中功率最大的谱。根据(4.37)可得 
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 (4.41) 

其中，δ 为测量数据扰动，故有误差收敛速率 

 
( )

2
1

2 2 12

1
n n N

x K y O


−

−

 
− − 

 
 (4.42) 

可见，离散化未知数 N 增加会增加逆问题的病态性，降低误差收敛速率。而另一

方面，在离散化过程本身 P: X → Xn 中，阶数 N 越高越逼近无限维的真值。因此，

基于超振荡效应的逆问题求解需要结合离散化过程设计。 

4.3   基于逆散射模型的超振荡效应设计 

将(3.7)的混合参数模型重写如下 

 ( ) ( )
( ) ( )

sca

C

inc

Ddiag diag

diag diag c

 = 


−  =   


−  =   

e G w

I χ G w e χ

I t S w i t

 (4.43) 

由于 diag(χ)∙GD和 diag(t)∙S 均为紧算子，故[I – diag(χ)∙GD]和[I – diag(t)∙S]为第二

类 Fredholm 算子。根据定理 2.3.3，只要(4.43)的两个状态方程右侧为非零，这两

个算子均为可逆算子，故有 
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( ) ( )
( ) ( )

1

1

inc

Ddiag diag

diag diag c

−

−

= −    

= −    

w I χ G e χ

I t S i t
 (4.44) 

其中 
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( )

1

1

inc

Ddiag

diag c

−

−

 −  =  


−  =  
e

I χ G e e

I t S i c
 (4.45) 

分别为总场和总场的多极子展开系数。将对比度源代入测量方程，就得到混合参

数模型的非线性形式 

 
( ) ( )
( ) ( )

1

1

sca inc

C D

sca

C

diag diag

diag diag c

−

−

 =  −     


=  −     

e G I χ G e χ
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 (4.46) 

根据 4.1 节分析的衍射极限中的结论(4.13)，观测的格林算子 GC 是一个通带为 k0

的病态算子，导致可测量的散射场 esca 仅含有低频分量。因此，可重构的对比度

源 w 的带宽不会超过 k0。而算子[I – diag(χ)∙GD] −1 和[I – diag(t)∙S] −1 为可逆算子，

由于单射不改变带宽，故对比度源 w 的带宽与 diag(einc)∙ χ 和 diag(ci)∙ t 的带宽一

致。而入射场的空间谱同样为 k0，导致可重构目标函数 χ 和 t 的带宽被限制在 k0。 

然而，在实际成像问题设计中，重构的感兴趣区域 D（Domain of Interest）

不会无穷大。故等价的体等效形式为 
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其中，ΓD为区域 D 的示性函数。故相应的空间谱为 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0

sca

Dk  =  E k G k E k k  (4.48) 

其中 

 ( ) ( ) ( ) j

D D e d−



= 
k r

E k E r r r  (4.49) 

为总场的局部空间谱。故对比度源的空间谱由区域 D 内的局部总场和目标函数

卷积后得到。假设局部总场的空间谱带宽为 nk0(n > 1)，则可以将目标函数 χ 带

宽 nk0 内的高频信息混到低频 k0 的格林函数通带内，并实现传输。这里给出一个

简单的混频例子，假设目标函数 χ 的空间谱为单位均匀的常数，而局域总场 E1

的空间谱带宽是 2k0，局域总场 E2 的空间谱带宽是 k0，则有如下混频后再低通滤

波的结果 
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可见，宽带总场 E1 在低频散射场中压缩了更多的信息。 

用带宽为 k0 的入射场在成像区域 D 内拟合高频的波形则是一种典型的超振

荡函数，由于算子[I – diag(χ)∙GD] −1 和[I – diag(t)∙S] −1 不改变谱宽，故总场 e 和 ce

在区域 D 的局部空间谱宽与入射场 einc 和 i 等价。故直接构造入射场在成像区域

D 的超振荡效应，即可实现宽带的总场局部空间谱。入射场的局部空间谱为 
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 (4.50) 

通常，直接构造混频的超振荡函数需要宽带信号，而入射场带宽仅为 k0，无法用

现有方法直接综合。此外，(4.42)表明了超振荡的设计必须在离散化的基础上进

行。 

参考(4.5)中将分辨率的定义为：给定谱域带宽下，重建电流源（即对比度源）

的空域分辨率。我们可以重新定义基于超振荡效应的本构参数的重建分辨率。根

据(4.39)，可设计的超振荡局部空间谱和信噪比之间构成关系 
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 (4.51) 

而根据(4.48)的混频理论，带宽 kδ 的入射场最多可以压缩 kδ +k0 的空间谱在格林

函数通带[−k0, k0]内。因此，其相应的空间分辨率为 rδ = π/(kδ +k0)。故最终的极限

分辨率由原始带宽、信噪比和成像区离散网格数共同决定 

 
( ) ( )

( )

1
1 1 2 1 4 41 2

10

05 41 2 1 2 1 4
0

2 2 1

8 1

N N N NN

NN N N

N k
r k

k k SNR N








−
−

−
 −

=   
+ + −  

a
 (4.52) 

可见，超振荡效应提供了一种以空间和信噪比换取分辨率的方式。 

4.3.1   直接综合法 

一种最直观的做法是直接优化入射场的局部空间谱为某一给定频率，将

(4.50)离散化形式写为 
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2

2
min −Ac b  (4.53) 

其中，A = [FFT2{H0
(2)[k0 (r − rn)]}]M×N 是线源的二维傅里叶变换，谱域 k 和空域

r 分别被离散化为 km(m = 1, …, M)和 rn(n = 1, …, N)；而 c = [c (rn)]N×1 为线源的复

激励系数；b = [b (km)]M×1 为离散化的目标空间谱。此处直接优化空间谱会空域波

形不可控，在成像区域产生较多零值范围。故为了避免大范围零值出现，需要额

外约束空域波形的动态范围。根据 Parseval 定理，离散化入射场能量等于谱域的

能量||einc||2 = ||b||2。故在给定谱域能量的约束下，空域各个离散网格的幅度平方和

为定值。增加某个网格点的幅度，一定会导致其它网格的幅度降低。因此，直接

约束网格点的幅度平方上限，就可以实现对动态范围的约束。考虑一种极端情况：

整个区域 D 内的波形仅由一个最大值和 N−1 个最小值组成，即 

 ( )
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minc

m inc
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others

 =
= 


e
e

e
 (4.54) 

给定动态范围 d，在该情况下所取到的入射场峰值 max(einc) = ||b||2/[1+(M−1)/d]是

同等能量约束下其它波形的上界。故完整的优化问题写为 

 
( ) ( )

2

2

2 2 2 2

22

min

. . 1inc

n ns t r d M d r D

−

 − + 

Ac b

e b
 (4.55) 

该优化问题可以通过内点法求解。 

该综合方法的有效性验证如下。关注区 D 为 λ0λ0 大小的矩形区域，离散化

为 30×30 个网格。40 个线源均匀布置在距离 D 中心 3λ0 为半径的圆形边缘上，

线源辐射场的空间谱带宽为|k0|=2πf0/c。由于关注区 D 的空域尺寸为 λ0，故其离

散傅里叶变换的谱域分辨率为 k0。令拟合的目标空间谱为[kx, ky]，其中 kx∈ {−3k0, 

−2k0, …, 3k0}，ky∈{−3k0, −2k0, …, 3k0}，动态范围为 d = 1103。由此合成 49 个

不同频段的频谱，将各个权重 c 依照谱域峰值归一化后叠加，就得到带宽在[−3k0, 

3k0]的宽带局域空间谱。合成后的波形和局域空间谱如下图 4.5 所示 

 

图 4.5 超振荡波形和局部空间谱 

(b)入射场波形的对数图 (a) 入射场的波形 
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其中，图 4.5 (a)为合成入射场在成像区 D 内的波形，图 4.5 (b)为合成入射场归

一化取对数的结果 lg(einc/max(einc))以便于观看，图 4.5 (c)为成像区 D 内的合成

入射场做离散傅里叶变换后归一化取 20lg(∙)的结果。由于设定动态范围为 d = 

1103，即对数范围在[−7, 0]之间，在图 4.5 (b)可以看出设计波形符合动态范围

约束。图 4.5 (c)中显示得到的局部空间谱带宽在[−3k0, 3k0]，同样符合拟合需求。

然而，直接拟合空间谱得到的谱域分布并不均匀，在混频过程中所搬移的目标空

间谱会存在缺失。虽然得到宽带的总场局部空间谱，然而无法保证能将[−3k0, 3k0]

的目标空间谱全部混至低频[−k0, k0]内。一个典型的非均匀混频的反例如下 

 

( )1 1 0=
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            − −            

  

由于总场内带宽非均匀，故即使谱域带宽足够宽，混频后通带内依然为零。 

4.3.2   间接综合法 

因此，重新设计优化准则，则应当从保证局部宽带空间谱将目标各个频带内

的信息均匀的混至低频的目标出发。首先考虑入射场的多极展开 
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其中，ri 为辐射源位置，aγi 为第 i 个辐射源的第 γ 阶多极展开系数，q 表示第 q 次

照射。由于(4.56)中 Hankel 函数的特征值为 k0，故其在全空间的傅里叶变换为 δ(kr 

− k0)，而要计算在成像区 D 的局部空间谱，则根据 Graf 加法定理将柱面波在 D

的原点多极展开得到 
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这里为了后续推导方便起见，令 D 为半径 R 的圆形区域。则入射场的局部空间

谱为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

jpinc j j

z p p
D D

p

e d F q J k r e e d


+
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=−

 =
  

rk r k r
E r r u r  (4.58) 

由于目标函数为圆周对称分布，故将变换转为柱坐标系，令 x = r∙ cosφ、y = r∙ sinφ、

kx = kr∙ cos(kφ)和 ky = kr∙ sin(kφ)，则有 



第 4 章  基于超振荡效应的逆散射超分辨方法 

78 

 

 

( )

( ) ( )
( ) ( )2 cos

0
0 0

r

inc j

D

R j k r k p kjpk

z p p

p

e d

F q e J k r rdr e d
 

  


− 

+
 − − + −
 

=−

=



  

k r
E r r

u
 (4.59) 

根据 Bessel 函数积分形式可知 
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将(4.60)代入(4.59)得到 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0
0

2
Rjp kinc j

z p p r p
D

p

e d F q e J k r J k r rdr 


+
−− 

=−

=  
k r

E r r u  (4.61) 

根据 Lommel 积分公式，当 kr ≠ k0 时有 
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而当 kr = k0 时有 
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由此得到入射场的局部空间谱。 

从(4.62)可以看到，场的局部空间谱与当前柱面波展开阶数 p、区域 D 的半

径 R 和波函数频率 k0 相关，这里我们用数值过程来说明该关系。令场源位于坐

标原点，故 ri = 0，均匀激励下多极展开项 FP(q)可以忽略。分别计算场的多极展

开阶数 p 在 0、2、4、6 和 8 时的空间谱，且令区域半径 R 为 λ0/2、λ0 和 2λ0，得

到的空间谱随 kr 的变化如下图 4.6 所示。 

 

图 4.6 入射场局部空间谱 

从图 4.6 可以看出，场在零阶多极展开的局部空间谱为 k0，而随着多极展开阶数

的增加，局部空间谱展宽。由此证明，高阶柱面波本身即含有超振荡效应，该结

(a) R = λ0/2 (b) R = λ0 (c) R = 2λ0 
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论与高阶径向 Laguerre-Gaussian 波束的超振荡效应相符[83]。对比图 4.6 (a)、(b)

和(c)可以看出，随着计算区域 D 的增大，局部空间谱逐渐塌缩回 k0。这与(4.37)

中超振荡效应的分析一致，即给定信号能量下，超振荡的跳变频率随拟合点数的

增加而减少。当计算区域扩展到全空间时，R→∞，各阶柱面波的空间谱完全塌缩

到 k0。反之，当计算区域收缩到目标上时，柱面波的空间谱完全等于目标空间谱。

因此，超振荡效应隐含有目标空间分布的弱先验信息。 

基于此，进一步处理目标函数 χ 和局部入射场 Einc ΓD混频后的空间谱为 
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给定待搬移的目标函数空间谱为 
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则有 
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当 kq ≠ k0 时，(4.66)写为 
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当 kq = k0 时，(4.66)写为 
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将(4.67)和(4.68)的多极展开阶数截断为 P，并根据 aγi 和 FP(q)之间的线性关系，

将(4.66)写为矩阵方程 

 ( ) ( )inc j

q
D

e d −  
k r

E r r r H α  (4.69) 

其中，α = [aγi] (2τ+1)×1 为第 i 个辐射源的第 γ 阶多极展开权重。由此得到混频之后

的对比度源的空间谱。要保证宽带函数 χ 的全部信息被搬移到格林函数通带内，

则(4.69)混频空间谱等于格林函数离散傅里叶变换。得到目标函数 
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2

min  −H α g  (4.70) 

为了缓解病态性，该优化问题可以用共轭梯度法求解。 

该综合方法的有效性验证如下。关注区 D 为 λ0λ0 大小的矩形区域，离散化

为 30×30 个网格。40 个多极子均匀布置在距离 D 中心 3λ0为半径的圆形边缘上，

取多极展开阶数为 5 阶，辐射场的空间谱带宽为|k0|=2πf0/c。由于关注区 D 的空

域尺寸为 λ0，故其离散傅里叶变换的谱域分辨率为 k0。令待搬移的目标函数 χ 的

空间谱为[kx, ky]，其中 kx∈ {−6k0, −4k0, …, 6k0}，ky∈{−6k0, −4k0, …, 6k0}。将均

匀激励下的入射场空间谱和合成后的入射场局域空间谱进行对比，如下图 4.7 所

示： 

 

图 4.7 入射场局部空间谱对比 

图中的空间谱做了归一化取 20log()，故色条单位为 dB。从图中可见，均匀激励

下的入射场空间谱仅为 k0，而优化后的入射场空间谱在[−3k0, 3k0]的范围内均匀

分布，优于图 4.6 中空间谱分布。分别计算均匀激励和优化激励下，入射场混频

后的目标空间谱如图 4.8 所示： 

 

图 4.8 混频后的对比度源空间谱 

图 4.8 (a)中为均匀激励下的混频空间谱，宽带目标函数空间谱经过低频入射场混

频后依旧为±6k0 的宽带函数。易见，该空间谱经过带宽 k0 的格林函数低通滤波后

会丢失绝大多数信息。而图 4.8 (b)中优化激励下的混频空间谱则仅有带宽 k0 的

空间谱分量，使其保留了绝大部分信息在低频通带内，通过传输波送到接收天线。 

综上，本研究提出一种基于超振荡效应的逆散射成像超分辨原理，在不改变

成像构型的前提下，依靠优化入射场激励来实现目标高频信息的低频压缩。不同
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于现有的宽带波形的超振荡合成方法，该超振荡效应的设计是基于单频波实现的，

故其超振荡效应并不随时间变化，拓宽了应用范围。 

4.3.3   超分辨和正则化关系 

在 4.2 节分析超振荡原理中，我们说明了在逆问题中应用超振荡效应本身起

到了约束解空间的作用。离散化后的(4.56)入射场和激励权重的关系可以写为矩

阵形式： 

 ( ) ( ) ( )

( )

2

0
2 1

n i

inc inc

jinc

n i
N I

H k e





−

 +

=

 = −
 

r r

e H α

H r r
 (4.71) 

其中，α = [aγi] (2τ+1)×1为第 i个辐射源的第 γ阶多极展开权重。将入射场代入(4.46)，

为了简化表示令 K(χ) = [I – diag(χ)∙GD]，则有 

 ( ) ( )
1sca inc

C diag
−

=  e G K χ H α χ  (4.72) 

其中(4.62)表明：在有限观测域中，各阶 Hankel 函数频率不同，故矩阵 Hinc 各列

相互不相关。若令 
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1, 0, 0, 1, 0, 0
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α

  

则入射源均匀照射时，等价为令 α = α0，故仅留有低频分量。而采用优化入射源

照射，等价为构造宽带混频函数 α= c0α0 +… + c2τ+1α2τ+1。因此，(4.72)可以拆写为 

 
( ) ( )

( ) ( )

1

0 0

2 1 1

1
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C

inc

C

diag c

diag c


 

−

+ −

=
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+  

e G K χ H α χ

G K χ H α χ
 (4.73) 

其中，方程右侧第一项对应带宽为 k0 的低频分量，方程右侧第二项则对应带宽高

于 k0 的高频分量。而由于格林函数的低通滤波效应，方程的第二项应当对应观测

矩阵 GC 的零空间。根据范数次可加性可知 
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e G K χ e χ
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 (4.74) 

因此，求解目标函数 χ 的优化过程可以视为高频通解加低频特解决定的目标 
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 (4.75) 

等价于在方程的正则化项上乘以一个预条件矩阵 Aq = diag(Hinccγαγ)，即(2.133)中

先验的协方差矩阵构成的预条件形式。换而言之，超振荡的构造等价于通过先验

信息来约束格林函数的零空间。由于优化后的局部空间谱被展宽，故预条件矩阵

Aq 的奇异值分布宽于原始矩阵 Hq
inc。因此，入射场优化过程放大了算子[I – 

diag(χ)∙GD] −1diag(einc)和[I – diag(t)∙S] −1diag(ci)的奇异值，进而降低了(4.72)的病

态性。因此基于超振荡入射场的重建等价于对目标函数 χ 和 t 引入先验信息。 

在经典的线性逆问题中，正则化仅起到约束解空间的作用，并不能从低维数

据外推出高维的解空间。例如在逆源问题中： 

 sca

C= e G w  (4.76) 

给定 M 维的独立测量 esca，只能约束 w 的解空间由 M 个正交基张成，以保证数

值稳定性。因此，对 w 引入先验信息的正则化并不能提供额外的信息或是超分辨

能力。 

然而在逆散射问题中，非线性效应引入了混频过程，即频谱的搬移： 

 
( )
( )

inc

q q D

qc

 = + 


= + 

w H α G w χ

w α Sw t
 (4.77) 

其中，’~’表示变量的傅里叶变换。因此构造合适的正则化策略 αq 约束非线性解

χ 和 t 的解空间，即可将宽带信息压缩到窄带。在 3.3 节中，(4.72)的求解建立在

用 Krylov 子空间法解代价函数(3.29)和(3.23)得到，引入预条件矩阵后的代价函

数写为 
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t w c A t
 (4.78) 

其中，eq, i = [I – diag(χ)∙GD] −1diag(Hq
inci)，cq, i = [I – diag(t)∙S] −1diag(ci)。在给定

第 i 步迭代重建的低频对比度源后，目标函数更新为 

 
( ) , , , ,

2 2

, ,2 2

Re ( )
die

q i q q i q i q q iq qdie

i i

q i q iq q

diag diag 
= − =
 

 

e A w c A w
χ t

e c
 (4.79) 

可见，对比度源的窄带空间谱经过预条件矩阵 Aq 后被拓宽。而根据(4.52)，可行
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的正则化策略 αq 又是以信噪比为代价，因此非线性问题中的超分辨能力同时由

信噪比、正则化策略和非线性混频作用决定。 

4.4   数值仿真 

本节中分别用矩量法仿真数据和实测数据验证所提方法的有效性。在矩量法

仿真中，生成测量数据的正过程计算由 CG-FFT 方法完成。实测数据同样采用法

国 Fresnel 研究院的 2001 年公开数据集[117]。 

4.4.1   仿真数据验证一 

在第一个仿真重建场景中，照射源工作在单频 900MHz，波长 λ0 ≈ 0.33m。

设置成像区域 D 为大小 λ0×λ0 的矩形区域，测量区域 C 在包围成像区半径 3λ0 的

圆弧上。40 个极化方向为+z 方向的线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射单频

连续波，每个线电流源照射时都会有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该

点处的场强。令 I = 40 个激励源布置在位置 ri处，分别用均匀激励和优化激励照

射成像区域。在均匀照射中，40 个源以权重 aγi = 1 依次激励，每次照射仅有一

个激励源工作，共产生 40 次观测。而在优化激励中，40 个源以优化的权重 αq 同

时激励，每次激励的权重 αq 对应待搬移的目标空间谱 kq。由于 kxq, kyq∈[−6k0, 

6k0]，且以 2k0 为步进，故优化激励一共产生 49 次观测。 

在正过程计算中，成像区域被剖分为 50×50 个网格，测量数据 esca 上被加上

零均值单位方差的高斯噪声，噪声强度定义为 

 
( )

2

1

M sca

qm

noise

m
a

M SNR

==


 e
 (4.80) 

其中，信噪比 SNR 为 10。给定成像区目标为“E”字形介质，相对介电常数为

5，字体长 3λ0/5、宽 λ0/3。目标如下图 4.9 所示。 

 
图 4.9 成像场景示意图 

为了避免逆犯罪问题，而在逆过程重建中，成像区域被剖分为 30×30 个网

格。用 3.3 节中所提的交替参数更新法分别在两种入射场照射下对目标进行重建，

迭代 512 次。重构结果如下图 4.10 所示： 

3λ0/5 

成像区 D 
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λ0/2 
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−λ0/2 λ0/2 0 

λ0/3 
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图 4.10 重建结果 

 

图 4.11 原始对比度源的空间谱 

其中，图 4.10 (a)为原始目标的对比度函数 χ 的真值。图 4.10 (b)、(c)、(f)

和(e)分别为均匀激励下重建的对比度函数、后向投影解的对比度源初值 w0、重

建的对比度源 w 和 w 的真值。图 4.10 (f)、(g)、(h)和(i)分别为优化后的激励下重

建的对比度函数、后向投影解的对比度源初值 w0、重建的对比度源 w 和 w 的真

值。对比图 4.10 (b)和图 4.10 (f)可见后者重建出更尖锐的目标轮廓，证明采用超

振荡入射场可以保留更多的目标信息。 

由于对比度源等于总场和目标函数的混频结果，因此对比度源的带宽反映了

混频后的空间谱搬移效果。这里计算的 w 是将多次照射的结果{wq}叠加得到。由

于入射场不同，图 4.10 (e)和(i)的对比度源真值并不相同，故均匀激励下对比度

源初值(c)和重构结果(f)与优化激励的结果(f)和(h)不同。且和图 4.10 (i)均匀激励

的对比度源相比，图 4.10 (e)中优化激励下的对比度源的高频分量更少。因此，

在低通滤波效应下，优化激励下的对比度源信息缺失更少。而均匀激励和优化激

励下的对比度源空间谱如图 4.11 所示。其中，图 4.11 (a)中为优化激励下的对比

度源空间谱，图 4.11 (b)中为均匀激励下的对比度源空间谱。青蓝色圆形框出的

范围为格林函数通带，可见优化激励下的对比度源含有较多的低频分量，而均匀

激励下的对比度源低频分量缺失，因此后者在格林函数的低通滤波下存在信息丢

失。 

(a) 

(b) (c) (e) (f) 

(f) (g) (i) (h) 

重构 χ 初值 w0 重构 w 原始 w 

均

匀

激

励 

优

化

激

励 

(b) 优化前的对比度源空间谱 (a) 优化后的对比度源空间谱 
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为了验证超振荡效应的正则化作用，我们分别对均匀激励和优化激励下的观

测函数 GC∙ diag(e)进行奇异值分解，其中的总场 e 为多次照射的结果{eq}迭代得

到。奇异值分解结果如下图 4.12 所示 

 

图 4.12 GC∙ diag(e)的奇异值分解 

其中，黑色长虚线为格林函数 GC 的奇异值分布，蓝色短虚线为均匀激励下 GC∙ 

diag(e)的奇异值分布，而红色实线为优化激励下 GC∙ diag(e)的奇异值分布，水平

标记线为噪声幅度。易见，优化激励下的奇异值分布高于均匀激励下的奇异值分

布，验证了(4.72)中预条件矩阵 Aq 放大奇异值的结论。此外，不论是均匀激励还

是优化激励，GC∙ diag(e)的奇异值分布均优于格林函数 GC 的奇异值分布，表明非

线性成像的病态性远优于线性逆源成像。 

为了说明引入先验的预条件矩阵 Aq 对 Krylov 子空间法的迭代过程影响，我

们将对比重建误差随着每步迭代的变化情况。令第 n 步迭代结果和真值之间的误

差为 

 
2 2n nerror = −χ χ χ  (4.81) 

分别在信噪比为 5dB、10dB 和 20dB 下，对比均匀激励和优化激励后的迭代误差

收敛曲线如图 4.13 所示： 

 
图 4.13 误差收敛曲线 

其中，有“x”标记的紫色线条、有“o”标记的橘色线条和黄色实线分别是均匀

激励下信噪比为 5dB、10dB 和 20dB 时的重构误差。而绿色长虚线、蓝色点划线

和红色短虚线分别是优化激励下信噪比为 5dB、10dB 和 20dB 时的重构误差。图

中横坐标对应迭代次数，纵坐标对应迭代误差。易见，不论信噪比多少，优化激
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励下的误差收敛速率总是比均匀激励的误差收敛速率快。因此，所提超振荡效应

的正则化过程有效改善了逆散射问题的病态性，从而获得更高质量的成像结果。 

4.4.2   仿真数据验证二 

在第二个仿真重建场景中，成像构型同示例一。40 个极化方向为+z 方向的

线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射单频连续波，每个线电流源照射时都会

有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该点处的场强。令 I = 40 个激励源布

置在位置 ri 处，分别用均匀激励和优化激励照射成像区域。在均匀照射中，40 个

源以权重 aγi = 1 依次激励，每次照射仅有一个激励源工作，共产生 40 次观测。

而在优化激励中，40 个源以优化的权重 αq 同时激励，每次激励的权重 αq 对应待

搬移的目标空间谱 kq。由于 kxq, kyq∈[−6k0, 6k0]，且以 2k0 为步进，故优化激励一

共产生 49 次观测。在正过程计算中，成像区域被剖分为 50×50 个网格，而在逆

过程重建中，成像区域被剖分为 30×30 个网格。测量数据 esca 上被加上零均值单

位方差的高斯噪声信噪比 SNR 为 10dB。 

 

图 4.14 成像场景示意图 

成像目标为介质和导体混合散射体：一个边长 λ0/5 的矩形铜柱被包裹在半径

2λ0/5 的圆形介质柱内，铜柱的电导率为 6×107 S/m，介质柱的相对介电常数为 5。

成像目标的构型如图 4.14 所示。用 3.3 节中所提的交替参数更新法分别在两种入

射场照射下对目标进行重建，迭代 512 次。重构结果如下图 4.15 所示。图中，

(a)、(b)和(c)分别为介质的对比度函数、导体的对比度函数和目标的传输系数的

真值。图 4.15. (d)、(e)和(f)分别为均匀激励下重建的介质对比度函数、导体对比

度函数和传输系数。图 4.15. (g)、(h)和(i)分别为优化激励下重建的介质对比度函

数、导体对比度函数和传输系数。 

对比图 4.15. (e)和(h)可以发现，引入超振荡效应的重构导体有更尖锐的轮廓，

表明混频过程中有效的保留目标内的高频信息。而均匀激励下的重建结果轮廓则

更为模糊。对比图 4.15. (d)和(g)，优化激励下，有高频信息的重建介质可以有效

的聚焦在圆环上，而缺乏高频信息的重建介质则轮廓比真值更为扩散。因此，所

4λ0/5 

成像区 D 

−λ0/2 

λ0/2 

0 

−λ0/2 λ0/2 0 

λ0/5 
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提基于超振荡效应的入射场优化能有效压缩目标高频信息至传播过程的低频通

带内，提高成像质量。 

 

图 4.15 重建结果 

为了验证超振荡效应的正则化作用，分别对均匀激励和优化激励下的观测函

数 GC∙ diag(e)以及格林函数 GC 进行奇异值分解，其中的总场 e 为多次照射的结

果{eq}迭代得到。奇异值分解结果如下所示 

 

图 4.16 GC∙ diag(e)的奇异值分解 

其中，黑色长虚线为格林函数 GC 的奇异值分布，蓝色短虚线为均匀激励下

(a) (b) (c) 

(d) CSI (e) CSI (f) 逆 T 矩阵法 

(g) (h) (i) 

介质对比度函数 导体对比度函数 传输系数虚部 

真值 

对比方法 

所提方法 
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GC∙ diag(e)的奇异值分布，而红色实线为优化激励下 GC∙ diag(e)的奇异值分布，

水平标记线为噪声幅度。可见，优化激励下的奇异值分布高于均匀激励下的奇异

值分布，验证了(4.72)中预条件矩阵 Aq 放大奇异值的结论。 

4.4.3   实测数据验证 

在 Fresnel 研究院 2001 年的数据集中，我们选择数据 “uTM shaped”进行验

证。该数据中，目标为一个横截面为“U”形的金属铜柱，其外侧宽 50mm、内

侧宽 40mm、长 80mm，形状如下图 4.17 所示。发射天线从 0 度到 360 度，以 10

度步进依次在圆环上向成像区域中心照射，共 36 次照射。每次照射时，有接收

天线相对于发射天线方位 60 度到 300 度，以 5 度步进依次测量所在位置场强。

因此 36 次发射中，每次产生 48 个测量数据。数据集中，以 2GHz 为步进，提供

1-8GHz 下的有目标和无目标时的测量散射场，本实验取工作在 4GHz 的测量结

果进行处理。 

 

图 4.17 成像场景示意图 

本文选择成像区域为大小 150 mm×150 mm的矩形区，并将其离散化为 44×44

个网格。由于在重建中需要知道空间中的入射场分布，故需要根据空场景的测量

数据反推照射天线口面电流源分布。根据(3.56)Graf 加法定理，用源位置处的加

权多极子辐射场拟合辐射天线的口面场。在第 i 次照射中 P 个天线产生的辐射场

写为 

 ( ) ( ) ( ) ( ),20 0
, , 0 ,

14

q i

I
j

inc q i i q i

i

E c H k e


 


 


+
−

= =−

= − − 
r r

r r r  (4.82) 

其中，α = [aγi] (2τ+1)×1 为第 i 个辐射源的第 γ 阶多极展开权重，由于一次照射仅有

一个天线工作，故取值同(3.54)。 cγ, i 为第 i 个天线位置处的第 γ 阶多极子的权

重，φ(rq, i − r)为矢量 rq, i − r 的角度。故给定一次照射的 M 个测量位置 rq, m (m = 

1, …, M)，则无目标的自由空间测量数据为 

40mm 

 

50mm 

成像区 D 

−λ0 

λ0 

0 

−λ0 λ0 0 

80mm 
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解(4.83)方程即可得到拟合入射场的多极展开权重。 

虽然照射源为均匀激励，但是依旧可以设计超振荡效应。由于入射场和散射

场之间是线性关系，因此通过对入射场 einc 和散射场 esca 进行同等的重加权就可

以实现预条件矩阵的效果，即 

 

( )

( )

sca

C

sca inc sca

q C q q

diag

diag

=  



=  + 

e G e χ

A e G A e A e χ

 (4.84) 

然而，在每次照射中，仅在发射天线对面的 240 度范围内进行接收，如图 4.18

所示。 

           
图 4.18 收发关系示意图 

因此，每次照射的 48 个测量均和其它次照射存在 2 至 12 个测量在位置上不重

合。因此，仅能依靠相邻的发射来线性组合得到超振荡测量数据。本实验选择每

6 次相邻照射合成一次测量，其中共有 16 次测量复用位置。由于可用综合超振

荡波形的源数有限，拟合自由度不足，故仅令搬移的目标空间谱 kx∈ {−2k0, 

−1k0, …, 2k0}，ky∈{−2k0, −1k0, …, 2k0}，由此合成 25 个不同频段的频谱。 

 

图 4.19 实测数据重建结果 

同第一个验证过程，分别用均匀激励的入射场和优化后的入射场进行重建，

重建结果如图 4.19 所示。其中，横纵坐标均相对于波长归一化，可见目标尺寸

Transmitter 

Receive

(a). (b). (c). 
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均在亚波长量级。图 4.19 (a)中为导体分布的真值参考，而图 4.19 (b)中为均匀

激励的重建结果，图 4.19 (c)为优化激励的重建结果。对比(b)和(c)可见，优化激

励确实能提高重建目标的空间分辨率。然而受限于优化入射场时可复用的测量位

置，每次照射的局部空间谱并不完整，因此图 4.19 (c)中重建的目标存在缺陷。 

4.5   本章小结 

常见的逆散射成像应用以穿透性的低频成像为主，由此带来了可用工作波长

和极限分辨率之间的矛盾。为了解决该问题，本章提出一种基于入射场优化的分

辨率增强方法，通过总场和目标的混频关系将高频目标信息保留在传输信道通带

内，从而在不改变观测构型的前提下提高重建的目标空间谱带宽，进而实现超分

辨成像。 

在逆散射重建理论中，非线性重建与超分辨成像之间的关系争论已久。本章

从一个独特的视角给出非线性与超分辨成像之间的关系的解释，即：目标和散射

场之间的非线性提供了一种混频关系，我们分析算子的性质可以发现该混频关系

等价于入射场和目标混频，而具备超振荡效应的入射场可以通过这样的混频作用

将宽带目标信息搬移到低频，从而实现信息的压缩。而超振荡效应广泛存在于各

种波形中，例如随机辐射场或是高阶波函数[116-118]。因此，非线性成像的超分辨

性能是建立在广泛存在的超振荡效应上的。 

而在超分辨理论中，超振荡效应在光学成像有着广泛的应用，却鲜有基于微

波频段的成像手段。前者对相位变化并不敏感，故可以通过宽带函数直接综合超

振荡窄脉冲。而后者需要稳定的波束，无法直接进行综合。此外，常见的超振荡

波形生成需要引入透镜或是超表面来修改成像构型，难以得到广泛应用。因此，

本章所提方法建立在不改变源的构型，而只修改激励权重的情况下，对单频入射

场的空间谱进行了间接优化，改善了超振荡效应在微波频段应用的局限性。 

最后，我们从正则化的角度给出了超振荡效应在逆散射问题中的解释，证明

基于超振荡的入射场优化等价于 Krylov 子空间法下引入预条件矩阵。而在 2.3.3

节中，我们说明了预条件矩阵等价于 Bayes 框架下引入先验信息，因此本研究所

提的基于超振荡的成像方法等价于基于成像区域的弱先验的正则化策略。该结论

也说明：非线性逆散射问题下的超分辨和病态逆问题的正则化殊途同归。所提方

法在仿真和实测数据上得到了验证，对 3λ0/25 间距的目标实现分辨，远低于 λ0/2

的 Rayleigh 衍射极限。 
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5 第 5 章  基于材料稀疏先验的逆散射超分辨方法 

在第 4 章中，我们给出了基于超振荡的超分辨成像方法，并验证该超分辨方

法等价于引入弱先验信息作为预条件算子对病态逆问题进行正则化。在本章研究

中，我们进一步延伸这种观点，即直接引入普适的先验信息对病态问题的解空间

进行弱约束，以达到高分辨成像的效果。作为一个典型的病态逆问题，逆散射成

像不仅受限于可工程实现的观测通道数量，也受制于空间电波传播的物理低通效

应。 

在大部分远场成像的应用中，例如：雷达成像，通常忽略了波的衍射效应而

做远场假设：将格林函数简化为平面波函数。根据平面波和柱面波转换关系 

 ( ) ( ) ( )00
,

0

n jnj

n

n

e j J k r e


+
−− 

=−

= −
r kk r

 (5.1) 

其中，k0 为模值为 k0 的波矢量。根据 Bessel 函数的积分关系式 
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将(5.2)代入(5.1)，并利用 Graf 加法定理得到 
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其中，φ′ = π/2。可见，r 处的平面波等价于垂直于 k0 方向上无穷个柱面波源的叠

加合成。换而言之，平面波假设下的方位向孔径任意大。因此在一些波达方向估

计或是反卷积问题中，当噪声扰动为零时，即使是最小二乘方法也能实现超分辨

[119][120]。因此远场成像更关注信噪比对成像的影响，尤其是实际应用中远距离传

播带来的衰减。其中的正则化措施通常是以牺牲分辨率换取成像稳定性为目的，

这一结论可以从正则化因子的构造中得出。紧算子的小奇异值分量易受噪声扰动，

且在反演过程中有放大效应，因此正则化因子的构造都以抑制小奇异值分量为目

的。而成像目标的高频信息又由小奇异值分量表示，导致常见的正则化策略都会

抛弃高频信息以换取低信噪比下的数值稳定性。从 2006 年陶哲轩等人提出压缩

感知理论至今，基于稀疏约束的正则化方法被广泛用于高分辨信号处理算法。然

而在远场成像问题中，相比于物理过程界定的极限分辨率，观测受限的影响更为

明显。此时，正则化措施仅提供对解空间的约束，以保证逆算子从观测空间映射

到解空间单射，因此得到的解依旧是低维的，并没有超分辨能力。因此稀疏类的
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方法更多被视为一种基于先验信息对缺失观测孔径的弥补，而非对极限分辨率的

挑战[121]。 

而在近场成像的应用中，尤其是低频成像，观测孔径可以任意填充，且受信

噪比制约较小。此时，格林函数的影响更明显，即：不论观测的采样率如何增加，

可恢复的空间谱始终受限于衍射效应的带宽 k0。此时的病态逆问题不仅存在解的

不稳定性问题，还存在多解的问题。即使噪声扰动为零，最小二乘解也无法提供

准确的成像结果。而在基于超振荡的非线性成像中，我们分析得到一个不同的结

论：非线性混频的作用可以实现高维信息的压缩。因此，考虑信噪比充分的情况

下，合适的正则化方法和极限分辨率是相关联的。在基于超振荡的超分辨成像算

法设计中，(4.39)说明了极限分辨率同时由带宽 k0、信噪比 SNR 以及正则化策略

kδ 决定。在给定了 k0 和 SNR 的前提下，近场成像的极限分辨率由正则化策略决

定，也就是拟合的超振荡局部空间谱带宽。因此，在本章中，我们不寻求物理角

度的超分辨方法，而直接选择合适的数学先验来约束非线性解 χ 和 t，从而构造

超分辨算法。 

实际逆散射重建问题中，大多数目标并非稀疏分布的，且缺乏结构化信息。

早期对这类目标的先验设计围绕着目标分段均匀的角度出发，通过 Markov 随机

场来描述局部目标之间的局部相关性，并建立先验信息[122]。其等价的正则化形

式——全变分正则化，则在逆散射成像中得到广泛应用[123-126]。随着压缩感知理

论的兴起，大量采用稀疏正则化的逆散射成像方法层见叠出[126-131]。然而这类先

验信息并不适合用于实际的复杂目标，而稀疏约束不成立的前提下，如(2.79)所

示，正则化的误差收敛性甚至可能弱于 Tikhonov 方法。为了将稀疏重建算法扩

展到复杂目标的重建任务，有学者尝试用小波基构建非稀疏目标的稀疏表征[132]，

然而该方法受限于合适的小波核函数选取。另一种做法是通过混合范数构建行稀

疏性，这类方法适用于具有简单结构的分段均匀目标[134]。还有一些方法直接构

造非线性的正则化项，以保证函数的分段均匀性[59][134-137]。这些结构化先验信息

均用于约束对比度源 w，或是在一阶线性近似下约束目标函数 χ。导致重建过程

无法像(4.75)借助非线性混频作用直接在零空间构造解函数。因此，本章寻求一

种用结构化先验约束非线性解空间 χ 和 t 的方法。 

由于第四章说明了非线性问题下的正则化策略可以实现高频信息的压缩，故

本章直接构造合适先验来提高成像性能。由于定量重建问题的目标大多由有限的

材料构成，故本文在 5.1 节中提出一种基于选值正则化的非线性重建方法。然而

由于选值约束非凸，故难以保证结果的收敛性，因此本文在 5.2 节中给出一种基

于多层 Bayes 的幅度稀疏模型。然而现有的统计反演理论并不能处理非线性问题

的推断，本文分别提出一种基于神经网络的推断方法和基于 Krylov 子空间法的
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非线性 Bayes 推断方法。其中，前者受限于网络的黑盒特性无法确定学习的先验

是否符合需要，而后者则可以在保证收敛的前提下准确重建目标。最后，所提算

法在电磁仿真和实测数据上和无入射场优化的结果进行对比，验证了该算法的有

效性。 

5.1   基于选值正则化的非线性逆散射重建方法 

常见的成像问题中，如乳腺癌成像、人体安检和探地成像中，虽然成像目标

并不具有空间分布的稀疏性或是分段连续性，但是成像目标的材料类型是有限的，

即 χ 和 t 的取值是有限的。因此，本节采用一种选值先验作为对非线性目标函数

的约束。 

给定材料取值参数 cχ = [c1, c2, …, cK]，即目标最多仅有 K 种材料，其对比度

χ 或是传输系数 t 仅有 K 种取值。由于传输系数的状态方程和对比度的状态方程

一致，这里只以对比度为例，其选值正则化项写为： 
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其中，选值函数 VK 有递推形式 
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其中，uk 为变量和选值之间的偏差。分别以 K = 1 到 K = 3 举例，各阶的 VK 为 
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可见，选值函数有三点性质：1、只要有一个变量取值为零，则整个函数取值为

零；2、选值函数关于变量对称，即任意变量交换次序不影响函数值；3、多项式

阶数并不随变量数的增加而增加。假设变量 uK 远小于{u1, …, uK−1}，根据递推关

系(5.5)有 
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可见，根据(5.6)构成的递推关系归纳将得到 
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 ( ) ( )1, , ;0 ;0K K

K KV u u V u  (5.7) 

因此，选值函数 VK 的取值由{u1, …, uK}中的最小值决定。以 V2{u1, u2}为例，其

构成函数分布如图 5.1 所示 

 

图 5.1 二维选值函数分布 

可见，选值函数取值由最小的选值偏差决定，且分布接近稀疏范数约束。综上，

(5.4)选值正则化项构成的解空间如图 5.2 所示 

 

图 5.2 选值正则化解空间示意图 

图左侧分别为二范数和一范数约束的解空间，而图右侧为选值函数约束的解空间。

可见，选值函数约束的解空间由 N×K 个离散的子空间约束构成，因此是一个非

凸约束，难以直接处理。 

对选值函数求导得到 
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其中，GK 同样为递推式 
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分别以 K = 1 和 K = 2 举例，各阶的 GK 为 

u1 

L2 norm 

L1 norm 

κ2(u1, u2) 

u2 
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可见， 
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G u G u u

G u u u
u

−

−
=

−

−
=

 −
 

 
= − 

 

=



  (5.10) 

因此令 bk
K 为 VK 对 uk求导的结果，固定{u1, …, uK}取值不变，有如下 VK 的凸包

络 

 ( ) ( )1 1 1

1

, , ; , , , ,
K

K K

K K k K k

k

Q u u v v b u u v
=

=  (5.11) 

当且仅当{v1, …, vK}={u1, …, uK}时，QK 的取值和偏导均与 VK 相等。因此可以得

到选值正则化项(5.4)的近似形式 

 ( ) ( ), 1 1 , 1

1 1

1
, , ,

N K
K

k n i n i K n k

n k

b c c c
N

   − −

= =

 − − −χ c  (5.12) 

其中，χn, i−1 为第 i−1 步迭代的第 n 个网格的结果。由此构建了对非线性解的正则

化约束，为了将该约束延申至(3.31)中 Krylov 子空间的求解中，需要做一步非线

性替换。 

5.1.1   定量重建介质对比度函数 

根据对比度源和介质对比度之间的关系 wq
die = diag(eq)∙χ，令正则化项为 

 ( ) ( ) ( )
2

1 1

, , ,
K N

die K die die

q q k q q k

k n

b n g n c 


= =

   =    w c w c w  (5.13) 

其中，cχ为介质对比度的选值向量，g (∙)为选值偏差函数定义为 

 ( ) ( )pec PEC,die H die die

q k n k q D q qg n c c    =  + −   
w δ e G w w   

δn 为仅有第 n 个值为非零的单位向量。由此将(3.31)的代价函数改为 

 
( )

( )

2 2

2 2
pec die

,die die die

q q q qq q qdie

pec

q qq q

F
diag

 +
= +



  

 

r γ w c

e e χ

 (5.14) 

更新对比度源的过程依旧写为 wq,i = wq,i−1 + αq,ivq,i，取 PRP 共轭梯度方向，
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其中的共轭梯度为 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

, 1 1

2 2
pec

, 1 1

PEC

, 1

, pec PEC

, 1 , 1 , 1

p

, 1

( )

,

H H
pec die die die H pec diedie

C q i q i D q

die
die die

q q q i iq p

H
K die

k q i D k

k n die die

n k q i D q i q i

q i

diagF

diag

b n c

c

diag







− −

− −

−

− − −

−

−
= − +

 

     −      
  + −   

+

 



G r γ χ G γ

w e e χ

w c G I

δ e G w w

e( )
2

ec

1

die

ip − χ

 (5.15) 

将(5.15)代入(3.33)即可得到更新方向 vq,i。而迭代步长则采用精确搜索步长，即最

小化代价函数(5.14)的 αq,i，故将迭代的更新表达式代入损失函数(5.14)中 

 

( )

( )

( )
( )( )
( )

( )

22

, 1 1, 1

2 2

1

2

, 1

, 1 PEC,

, ,

2
pec die

,
,

die pec diedie pec
q i i i D i iq i i C i qqdie

die pec die
q q iq q

die

q i kK die

k q i Hq k n

q i n D k q i

qq

diag
F

diag

g n c
b n

c

diag



 






− −−

−

−

−

 + −  −   
= +



   + −
+





 

 



γ v G v χr G v

e e χ

w
w c

δ G I v

e χ

 (5.16) 

令∂Fdie/∂αq,i = 0，则有精确步长 

 
, 1 , 2 ,q i q i q ia a a=  (5.17) 

其中分子为 

 

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )

, 1 , , 1, , 1

1 , 2 2

12 2

PEC

, 1 ,,

2
pec die

,

HH pec dieH pec
D q i i q i q iq i C q i

q i
die pec die
q q iq q

H
K die H

k q i k n D k q ik n

qq

diag
a

diag

b g n c c

diag

 

− −−

−

−

 −  = −

 −
  +



 





G v χ v γv G r

e e χ

w δ G I v

e χ

  

分母为 

( )

( )

( )

( )

2 22 PEC

, 1 , ,, ,2 2
2 , 2 2 2

1 12 2 2

pec die Hpec
D q i i q i n D k q iC q i k n

q i
die pec die pec die
q q i q iq q q

diag c
a

diag diag

−

− −

− −
= + +



  

G v χ v δ G I vG v

e e χ e χ
  

由此，完成 wq,i 的更新，而 χ 的更新同(3.30)。 

完成对比度 χ 的更新后，可以执行一步正过程得到总场。需要进一步更新选

值向量 cχ。其代价函数为 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )
2

, 1 , ,, ,
,K eq H die

k q i i k q i q iq k n
F b n n n  

−
 =  − c

c w c δ c e w  (5.18) 
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更新选值函数 ci
χ= ci

χ + αivi，有相应的共轭梯度和迭代步长： 

 
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

, 1 ,

, ,
1 , ,

,K eq

k q i i q i

H die
q k n

k i q i q i

b n nF

n n



 

−

−

   
=  

   −   


c

w c ec

c δ c e w
  

 
( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

, 1 , , 1 ,, ,

2

, 1 ,, , 2

, ,

,

H
K eq die H

k q i i q i k i q i k nq k n

i
K eq H

k q i i q i k nq k n

b n g n c n

b n n

 




− −

−


= −







w c w e δ v

w c e δ v
  

由此完成介质对比度的定量重建。 

5.1.2   定性重建导体传输系数 

定量重建介质目标后，再定性更新导体传输系数。不同于介质，导体的传输

系数仅有单个固定选值，即 

 
( )

( ) ( )
0 0

2

0

0 0

n

J k R

H k R
t −=   

因此免去了导体的选值向量 ct 更新的步骤。其余部分与介质更新规则相同，代价

函数为 

 
( )

( )

2 2

2 2

, t

q q q qq q q

sca

q qq q

F
diag c

 +
= +



  

 

r γ w c

e i t

 (5.19) 

第 i 步迭代的对比度源为 wq,i = wq,i−1 + αq,ivq,i，相应的迭代方向为(3.33)的 Polak-

Ribiere 共轭梯度方向，其共轭导数为 

 

( )

( )

( )

( )

( )

, 1 , 1, 1

, 2 2

2

, 1

,

, 1 , 1

2

,

H HH
q i q nc q i

q i
sca

q qq q

K t H t

k q i k

k n
t

n k q q i q i

qp

diag

diag c

b n c

c c

diag c

− −−

−

− −

− 
= − +



     −   
 

   + −
  +



 





γ t S γG r
g

e i t

w c S I

δ i Sw w

i t

 (5.20) 

而相应的迭代步长为 

 
, , ,1 2q i q i q ia a a=  (5.21) 

其中 

 
( ) ( )

2 22

, 1 , ,, ,2 2
, 2 2 2

1 12 22

2
( ) ( )

H t

q i i q i n k q iC q i k n

q i
sca

q i q iq q qq

diag c
a

diag c diag c

−

− −

 − −
= + +



 

Sv t v δ S I vG v

i t i te
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( )

( )( ) ( )

, 1 , , 1, , 1

, 2 2

1 22

, 1 ,,

2

1

1
( )

,

( )

H
H H

q i i q i q iq i C q i

q i
sca

q iq qq

H
K t H t

k q i k n k q ik n

q iq

diag
a

diag c

b g n c c

diag c



− −−

−

−

−

  −  
= −

 −
  +







Sv t v γv G r

i te

w δ S I v

i t

  

由此完成导体的定性重建。 

在整个迭代过程中，虽然我们选取了选值函数的凸包形式作为逼近，但是这

种逼近方式仅在更新变量和选值接近时有效。否则会落入余差的代价函数和选值

代价函数的鞍点之间，例如图 5.3 所示。图中红点为真值，黄点为选值。图(a)是

无选值正则化下不同初值的搜索路径，即最小化代价函数的梯度方向；图(b)是有

选值正则化下的搜索路径，可见采取初值 1 和初值 2 搜索时存在搜索过程落入解

空间鞍点的情况，只有初值 3 能搜到真值。 

          

图 5.3 解空间搜索示意图 

因此，选值正则化本身的非凸性质并不会随着凸包络逼近而缓解。选值函数的约

束应当随着余差的降低而增强，以保证迭代过程的收敛性。故正则化参数 γ 定义

为 

 
( )

( ) ( )

1
2 2

2 2 2

,
1

t

q q q qq q q

sca

qq qqq q
diag c diag c




−

  
  = + −
  
   
  

  

 

w c r γ

ei t i t

 (5.22) 

并在共轭梯度方向中引入动量平均项 

 

( )

,0

, , , 1

, , , 1

, 1 , 1

, , 1 ,

0

,

,

1

p

p n p n p n

p n p n p n

p n p n

p n p n p n 

−

−

− −

−

 =


−
= +




= + −

v

g g g
υ g v

g g

v v υ

 (5.23) 

由此完成计算。 

5.2   基于多层 Bayes 的非线性逆散射重建方法 

在选值正则化的构造过程中可以看出，目标取值的先验信息构成的解空间是

(b) (a) 

初值 1 

初值 2 

初值 3 
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非凸的，因此难以通过优化搜索的方法找到全局最优解。由于加入正则化项的

Krylov 子空间法等价于引入 Bayes 先验，因此本节考虑直接构造多层 Bayes 先验

来约束目标取值的稀疏性。经典做法是将重构目标函数建模为混合高斯分布 

 ( ) ( )
,1

1

, ; ,
n k

K l

n n k k

k

p c    −

=

 =
 β c l  (5.24) 

其中，cχ 为均值，β 为精度。ln 为第 n 个网格标签向量，该向量为仅有第 k 个分

量非零的单位向量，表示其材料为 k。由于标签向量 ln 有 k 个离散状态，故其分

布为多项式分布： 

 ( ) ,

1

n k

K
l

n k

k

p 
=

=l υ  (5.25) 

其中，Σk(υk) = 1。可见，为了促进该标签稀疏，且和多项式分布共轭，参数 υ 被

赋予 Dirichlet 分布作为先验 

 ( )
( )

( ) ( )
10

11

k

K

k

kK

p





 

−

=


=
 

υ γ  (5.26) 

由此构成取值稀疏的目标函数先验。而对于(5.24)中的精度 βk，为了方便计算，

选择其分布为 Gamma 分布以构成共轭。 

 ( ) ( ) ( )11 1 1

1 1 1 1 1 1
, Gam , kba a

k k k
p a b a b b e a

   −−
= =   (5.27) 

由此完成取值稀疏先验的构造。传输稀疏 t 的先验构造同理。 

相应的测量过程可以建模为噪声扰动下的观测 

 ( ) ( )
1sca inc

q C D q qdiag diag
−

=  −   +  e G I χ G e χ n  (5.28) 

在对噪声分布没有明确信息的前提下，可以通过大数定理推出噪声分布为 Gauss

分布，故不失一般性的假设观测噪声为 Gauss 分布： 

 ( ) ( )

( )

2
12

2

, exp
2 2

M sca

sca q C D

q inc

diag
p

diag

 




− 
− −     = − 

  
 

e G I χ G
e χ

e χ
 (5.29) 

从最大后验估计的角度出发，应当给定测量数据的前提下估计目标函数 χ 和 t 概

率最大的值 cχ 和 ct。然而实际散射场的测量数据 esca 和目标函数之间构成非线性

关系，导致后验分布完全无法求解。因此对非线性问题的后验推断需要进一步处

理，本文给出两种处理方案：一种是通过神经网络打包所有非线性过程进行贝叶

斯推断，另一种是将非线性问题线性化，并对线性化后的过程进行推断。接下来

分别说明这两种求解方法。 
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5.2.1   基于先验拟合网络的非线性贝叶斯推断 

近些年，深度神经网络激起了基于深度学习的逆散射成像方法的热潮。由于

完成训练后的网络运行速度较快，对需要反复迭代优化的逆散射问题具有较强的

吸引力。这些基于网络的成像方法基本可以归为两大类：一类是端到端映射法，

即将所有的非线性过程打包在网络内，仅通过测量数据和重建图像作为标签训练

网络[138][139]，然而这类方法需要较深的网络和充足的训练数据，且泛化能力不足。

另一类则试图在网络设计中遵从物理规程，例如：仅将网络用于测量数据到对比

度源的映射，而用传统方法估计网络提供的对比度源求解出目标函数；或是在网

络各层之间加入正问题计算过程等[140-144]。然而这些设计神经网络架构的方法均

没有对损失函数进行处理，通常损失函数为正向传播得到的测量数据和标签的

Kullback-Leibler 散度，也就等价于无正则化项的最大似然解。故这类基于神经网

络的方法并没有面对逆散射问题的症结——病态性，而仅是作为一个万能函数逼

近器使用。我们在逆问题理论中的结论已经表明：不论是什么样的函数，无正则

化过程的逆问题求解必然存在发散。因此，基于无正则化神经网络的逆散射方法

只能依赖训练集的先验进行约束，自然导致网络的泛化能力不足。这也是端到端

映射法存在局限性的原因。因此，在网络中引入贝叶斯先验是必不可少的过程，

而难点在于如何进行贝叶斯推断。 

为了解决贝叶斯推断中难以对后验分布求解的问题，有学者提出利用

Transformers 网络做贝叶斯推断[145]。给定数据集 D = {(yi, xi)}
n，其中 y 为网络输

入的观测，x 为网络输出的数据。通常，我们需要根据先验知识 D 从观测 y 预测

数据 x 的后验，即 p(x| y; D)。首先从先验中采样数据集用来训练先验拟合网络

（PDFs）。PDF 的输入是采样的先验数据集 Dtrain 和查询观测 y，输出是对应观测

y 的数据 x 可能取值的概率分布。 

表格 5-1 PFN 网络拟合先验数据流程 

输入：数据集的先验分布 P(d)，且可以从该分布做 K 次采样 

输出：逼近后验概率分布的模型 qθ 

初始化网络 qθ； 

For j = 1: K Do： 

      采样 ( )  ( )
1

,
m

i i i
D y x p D

=
； 

      计算近似的随机损失函数 ( )
1

log ,
m

i ii
l q x y D =

 = −  ； 

      通过梯度为 l  的随机梯度下降更新参数 θ； 

End 

这里计算的随机损失函数是为了近似如下先验负对数似然函数（Prior-Data NLL） 
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   ( ) ( ),
log ,

D p D
l q x y D 

 = − y x  (5.30) 

将(5.30)展开有 

 

( ) ( )
 

( ) ( )
( )
( ) 

( ) ( ) ( )
 

  ( ) ( )    ( ) 

  ( ) ( ) 

,
, , log ,

,
, , log

,

, , log ,

, , ,

, ,

D y x

D y x

D y x

KLD y D y

KLD y

l p x y D q x y D

q x y D
p y D p x y D

p x y D

p y D p x y D p x y D

D p y D q y D H p y D

D p y D q y D C

 







= −

= −

+

   = −   

 = +
 



 

   (5.31) 

由(5.31)可知，最小化损失函数 lθ 等价于用模型 qθ(∙| y, D)逼近后验分布 p(∙| y, D)。

易证明：若函数 p(∙)属于分布族 qθ(∙)，则存在 qθ(∙| y, D) = p(∙| y, D)对所有使 qθ(∙| 

y, D)存在定义的 y, D 成立。 

 
图 5.4 后验推断网络训练流程 

故构造先验拟合网络直接学习数据集的联合分布，再根据测试数据得到相应

的后验分布。同时，要得到泛化能力较好的先验，就需要充足的数据集。 

5.2.2   基于对比度源法的非线性贝叶斯推断 

在第 3 章的混合参数模型中，非线性逆散射问题被中间变量对比度源拆分为

两个线性问题 

 ( ) ( )

( ) ( )

1

1

sca

q C q

inc

q D q

q q

diag diag

diag diag c

−

−

 =



= −   


= −    

e G w

w I χ G e χ

w I t S i t

 (5.32) 

根据第 4 章对非线性效应在超分辨成像中作用的分析，即使重建 wq 为带宽有限

函数，也能通过构造合适的先验并借助非线性混频效应重建 χ 和 t 的高频信息。

而对于目标函数的最大后验可以引入潜变量做拆分得到 

采样先验数据集 D(i) ~ p(D) 

 

 

 

训练 PFN 网络 

 

通过 PFN 网络，根据实际训练数据和输

入的测试点做 Bayesian 推断： 

 

 

实际训练数据集和测试输入 

θ = θ*的 PFN 网络 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
ln ln , ln ,

ln ln , ln ,

sca sca sca

sca sca sca

p p p

p p p

= −

= + −

χ e χ w e w χ e

w e χ w e w χ e
 (5.33) 

考虑迭代最大化过程，第 i 步更新为 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1arg max ln ln , ln ,

arg max ln , ln ,

sca sca sca

i i i

sca sca

i i i

p p p

p p

− −= + −

= −

w

w

w w e χ w e w χ e

χ χ w e w χ e
 (5.34) 

给定对比度函数 χi−1 和散射场 esca，对比度源 w 由良态的正过程唯一确定。故 w

的更新不再包含最后一项。令观测过程由零均值加性 Gauss 噪声扰动，则有 

 ( ) ( ) ( )( )2 2

1 1 1 2ln ln 0, ln 0,sca sca

C i ip diag − − − + −w e e G w w e χ  (5.35) 

易见，(5.35)就是 Krylov 方法的代价函数，故对比度源的更新可以通过加入 ln 

p(χi−1| w, esca)正则化项约束的 Krylov 方法完成。由于正过程的良态性，(5.34)第

二项更新的右侧似然函数 ln p(wi| χ, esca)可以忽略，χ 的更新则等价于最大后验

p(χ| wi, e
sca)。由此将最大 p(χ| esca)转换为最大 p(χ| w)，而 w 的求解需要对病态算

子 GC 求逆，则可以通过 Krylov 方法完成。而重构的 wq,0 可以视为有噪声扰动情

况下对真值的采样，即： 

 
,0q q q=  +w E χ n  (5.36) 

其中 Eq = diag(eq) + GS，GS 为零均值独立同分布的高斯矩阵。故有 p(w0| χ)为 

 ( )  10 ,0

1

, ,
Q

q q

q

p   −

=

= w χ w E χ  (5.37) 

精度 α 满足共轭分布 

 ( )
( )

2 2 21

2 2 2

2

1
,

a a b
p a b b e

a

  − −
=


 (5.38) 

一般认为，在给定对比度 χ 的情况下，总场是已知的（正过程做 CGFFT 得到），

因此 Eq 已知。由此建立多层 Bayes 模型如图 5.5 的有向图所示： 

 

图 5.5 多层贝叶斯模型 

χ l 

cχ 

β 

a1 b1 

υ 

γ 

w 

α 

 

a2 b2 
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由此得到模型的联合分布 

 

( )

( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

0

2 2 0 1 1

1 1

, , , , , ; ,

, ;
, , ,

K N
n n

k

k n n

p

p
p a b p p a b

p p

 


  

= =

 
=  

  
 

χ

χ

χ l υ β w c

β l c
w χ

l υ υ γ

 (5.39) 

然而，似然函数(5.37)难以因式分解，故这里参考置信传播的方法，通过置信度

函数逼近边缘概率密度函数。广义近似消息传播方法（GAMP）将似然函数近似

为 Gauss 分布[148] 

 ( ) ( )0

1

ˆ, ,
N

r

n n n

n

p r  
=

w χ  (5.40) 

令 zn = wn,0 – Eq∙χ，有 GAMP 近似的后验 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )
, ,0 , , , ,

, 0 , ,

, ,0 , , , , ,

ˆ, ,
ˆ, , ,

ˆ, ,

p

n q n q n q n q n qp

n q n q n q p

n q n q n q n q n q n q

p w z z p
p z p

p w z z p dz

 
 

 
=


w  (5.41) 

其中 

 

, ,0 , ,

,

,

,

,

ˆ
ˆ

1

1

1

p

n q n q n q

n q p

n q

z

n q p

n q

w p
z

 

 


 

 +
=

+

 =
 +

 (5.42) 

整个 GAMP 的迭代过程为 

表格 5-2 GAMP 流程 

初始化： 

        ( ) ( ), , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆ, : 1n q n q n q n qn q w p w w dw  =   

        ( )( ) ( )
2

ˆ: 1n n n n nn p d     = −  

        ( ),
ˆ, : 0 0n qn q s  =  

For t = 1: Tmax 

        ( ) ( )
2

, 1
, :

Np

n q qnn nn
n q t E t 

=
  =  

        ( ) ( ) ( ) ( ), , ,1
ˆˆ ˆ, : 1

N p

n q qnn n n q n qn
n q p t E t t s t 

=
  = − −  

        ( ) ( ) ( ) 
0

, , 0 , ,
ˆ, : var ; , ,z p

n q n q n q n qn q t z p t t    =
z w

w  

        ( ) ( ) ( ) 
0

, , 0 , ,
ˆˆ ˆ, : ; , ,p

n q n q n q n qn q z t z p t t   =
Z w

w  

        ( ) ( ) ( ), , , ,, : 1s z p p

n q n q n q n qn q t t t      = −   

        ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
ˆ ˆˆ, : p

n q n q n q n qn q s t z t p t t   = −   

        ( ) ( )
1

2

,1 1
:

Q Nr s

n qnn n qq n
n t G t 

−

= =

  =
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        ( ) ( ) ( ) ( ), ,1 1
ˆˆ ˆ:

Q Nr

n n n q nn n qq n
n r t t t E s t  

= =
 = +    

        ( ) ( ) ( ) 
0

0
ˆ: 1 var ; , ,r

n n n nn t r t t    + =
χ w

w  

        ( ) ( ) ( ) 
0

0
ˆ ˆ ˆ: 1 ; , ,r

n n n nn t r t t    + =
χ w

w  

     If ( ) ( ) ( )
2 2

1 1
ˆ ˆ ˆ1

N N

n n gamp nn n
t t t   

= =
+ −   , break. 

End  

输出： ( ) ( ) , ,
ˆ , z

n q n qz t t , ( ) ( ) ˆ , r

n nr t t , ( ) ( ) ˆ 1 , 1n nt t + + . 

由此得到 p(w0| χ)的近似因式分解形式。 

Bayes 模型中，令潜变量 Θ = {χ, l, υ, α, β}以简化表示，而材料取值 cχ 为参

数。这样的统计逆问题有两种估计方法，一种是最大后验估计（MAP） 

 ( )arg max ln
MAP

p=χ χ
c c w  (5.43) 

另一种是求条件均值（CM） 

 ( )CM p d= 
χ χ χ χ

c c w c c  (5.44) 

在对无限维空间的 Bayes 反演问题研究中，有学者将这两种方法在弱最大后验估

计框架下进行了比较，并给出 MAP 结果优于 CM 结果的结论[146]。因此，本节基

于 MAP 准则对变量进行变分 Bayes 期望最大化推断。在(5.43)中引入潜变量 Θ，

满足 

 

( )

( )
( )

( )

( )

( )
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

ln

, ;
ln ln

;

, ; ; ln
KLq

p

p pq
q d

q pp

p
p H q D q p

p

 
= + 

  

  = + +   +     



χ

χ χ

χ

χ

χ χ

Θ

c w

w Θ c cΘ
Θ Θ

Θ wΘ w c

c
w Θ c Θ w c

w

 (5.45) 

由于潜变量后验分布未知，故通过变分分布q(Θ)逼近潜变量实际后验分布p(Θ)。

可见 MAP 的下界由 

 ( ) ( ) ( ) ( ); , ;
q q

p H q = +    
χ χ

Θ
w c w Θ c Θ  (5.46) 

决定，也就是“Q 函数”。最大化q(w; cχ)由两步迭代构成，先 E 步计算期望，再

M 步更新参数。对于第 i 步迭代： 

E 步的计算：固定参数 cχ = c(i)
χ，选择最大化下界(5.46)的分布 q(Θ)。由于 

 
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ); ln ln ;

q KLi i i
p p D q p = + −  

 
χ χ χ

w c c w w w c  (5.47) 

易见上式前两项与潜变量分布无关，因此最大化q(w; c(i)
χ)下界当且仅当 KL 散

度为零，故根据平均场假设 
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 ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

T
i i

k
q q





+ +

=

=Θ θ  (5.48) 

其中 

 ( ) ( )
( )( ) 

( )( ) 
/

1

/

exp ln , ;

exp ln , ;

q i
i

q i

p
q

p d





 



+

 
 

=
 
 

χ

θ

χ

θ

Θ w c
θ

Θ w c θ

 (5.49) 

q/k 表示对除第 k 个变量以外的变量求期望。(5.49)分母为归一化系数，由于我们

选择共轭分布构建模型，因此不需要求该积分，而是通过配分的方式直接写出

qk
(i+1)(θτ)的分布。由此完成 E 步更新。 

M 步的计算：固定分布 q = q(i + 1)，选择最大化下界(5.46)的参数 cχ，即满足

下式 

 
( )

( ) ( ) ( )( )1 1

1

ln , ; 0
i i

i

q p d
+ +

+

   =
  

χ

χ
Θ w Θ c Θ

c
 (5.50) 

由此完成 M 步的更新。 

由此完成 EM 方法的迭代，接下来分别说明潜变量{w, χ, l, υ, α, β}的 E 步后

验更新过程和 M 步的参数更新过程。 

1) E 步更新 

根据 E 步更新表达式(5.49)，我们可以得到关于潜变量 χ 的近似对数后验 

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1

/

/

1

ln ln , ;

ln , , ;

i

q i

N

q n n

n

q p

p p 

+

=

 
 

  
=   

  


χ

χ

χ

χ

χ Θ w c

w χ β l c
 (5.51) 

由于我们不做目标在空间结构上的假设，因此 χ 各个分量之间相互独立，将(5.24)

和(5.37)代入(5.51)有 

 
( ) ( ) ( ) ( )

,1 1

/

1

ˆln ln , ,
n k

K l
i r

n q n n n n k k

k

q r c   
+ −

=

  
     

  
χχ  (5.52) 

可以通过配分法将上式处理为 Gauss 分布形式。其中 

 

( ) ( )
,1

, ,

1

, 2

,

1 1

ˆ , ,

ˆ1

exp 2 2

n k
K l

r

n n q n q n k k

k

K K
n k k n

n n k k k nr r
k kn n

r c

l r
l c

const





   


  

 

−

=

= =

 
 

    
− + + +    =     
+  



 
 (5.53) 

可见，(5.53)的方差和均值分别为 
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1

2 2

, , , , ,

1 1

ˆ1
ˆ

K K
n

n n k k n n k k k nr r
k kn n

r
l l c

      
 

−

= =

   
= + = +   
   
   (5.54) 

将(5.53)代入(5.52)得到 

 

( ) ( )1

2

/ , ,

1 1

2

, ,

1 1

ln

ˆ1

2

ˆ1

2

i

n

K K
n n

q n k k n k k k nr r
k kn n

K K
n n

n k k n k k k nr r
k kn n

q

r
l l c const

r
l l c const






  

 


  

 

+

= =

= =

     
= − + + + +    

     

   
= − + + + +   

   

 

 

χ

χ

 (5.55) 

此处符号”<>”表示取均值而非内积。可见，在 E 步计算中并不需要直接求出潜

变量后验分布的近似 q()，而仅需要更新均值即可。 

同理，将(5.39)代入 E 步更新表达式(5.49)，我们可以得到关于潜变量 β 的近

似对数后验 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

/ 1 1

1 1

ln ln , ; ,
N K

i

q n n k

n k

q p p a b 
+

= =

 
  

 
 

χ

ββ β l c  (5.56) 

根据(5.24)和(5.27)，得到 

 ( ) ( ) ( ) ( )
,1 1

/ 1 1

1 1

ln ln , Gam ,
n k

N K l
i

q n k k k

n k

q c a b  
+ −

= =

  
     

  
ββ  (5.57) 

上式 Gauss 分布和 Gamma 分布的乘积依旧是 Gamma 分布 

 

( ) ( )

( )

( )

,1

1 1

1

2

, 1

1

1 ,

1

, Gam ,

1

2
exp

1
ln 1

2

n k
N l

n k k k

n

N

k n k n k

n

N

k n k

n

c a b

l c b

a l const





  

 



−

=

=

=

 
 

   − − +      =  
  + − + +    







 (5.58) 

故将(5.58)代入(5.57)，得到 

 

( ) ( ) ( )

( )

21

, 1

1

1 ,

1

1
ln

2

1
ln 1

2

N
i

k k n k n k

n

N

k n k

n

q l c b

a l const

  



+

=

=

  = − − +    

 
+ − + + 

 




 (5.59) 

其中，<(χn−ck
χ)

2> = σ2
χ,n，故后验分布 q(βk)为 
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( ) ( ) ( )1

1 1

1 1 ,

1

2

1 1 , ,

1

ˆˆln ,

1
ˆ

2

1ˆ ˆ
2

i

k k

N

n k

n
N

n k n

n

q Gam a b

a a l

b b l 

 



+

=

=

=


= +


  = +  





 (5.60) 

由此得到 β 的后验。 

关于 l 的近似后验分布写为 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

/

1

ln ln , ;
N

i

q n n n

n

q p p
+

=

 
  

 


χ

ll β l c l υ  (5.61) 

以上对 χ 和 βk 的更新中，其实并不需要 l 的后验分布，只需要 lnk 的期望即可，

故在此直接计算 ln,k =1 的期望。对数项中为 

 ( ) ( ) ( )
,1

,

1

, ; 1 ,
n k

K l

n n n k n k k k

k

p p l c   −

=

 = =
 

χ
β l c υ  (5.62) 

故 

 ( )
( )
( )

1

, , 1

1

,
1

,

k n k k

n k n k K

k n k kk

c
l q l

c





  

  

−

−

=

= = 


 (5.63) 

得到标签的近似更新。 

关于 υ 的近似后验分布写为 

 ( ) ( ) ( ) ( )1

/

1

ln ln
N

i

q n

n

q p p
+

=

 
  

 
υυ l υ υ γ  (5.64) 

其中，(5.25)和(5.26)代入对数项为 

 ( ) ( ) ( ),1
11

ln 1 ln const
N K

N

n n k k kn
kn

p p l  
=

==

 
= + − + 

 
  l υ υ γ  (5.65) 

将上式代入后，通过配分法得到 Dirichlet 分布 

 
( ) ( )

,1

Dir
N

k n k kn

q

l 
=

=

= +

υ υ γ
 (5.66) 

最后是关于 α 的后验分布 

 
( ) ( ) ( ) ( )1

/ 2 2ln ln , ,
i

qq p p a b  
+  =  w χ  (5.67) 

其中 
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( ) ( )   ( )

( )

1

2 2 ,0 2 2

1

2

,0 2

1

2

, , , Gam ,

1

2
exp

1 ln
2

Q

q q

q

Q

q q

q

p p a b a b

b

QN
a const

   





−

=

=

= 

  
− −  +  
  =

  
+ − + +  
  





w χ w E χ

w E χ  (5.68) 

配分后有后验分布 

 ( ) ( ) ( )
2 2

1

2 2

2 , 2

1 1

ˆ
2ˆˆ ,

1ˆ
2

i
Q N

z

n q

q n

QN
a a

q Gam a b

b b

 


+

= =


= +

= 
 = +



 (5.69) 

2) M 步更新 

根据 E 步估计的潜变量 q(i+1)(Θ)，选择合适的参数 cχ 最大化q(w; c(i)
χ)下界。

由于 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 1 1

1 1

1

ln , ;

ln , , const

i i i

N

n ni i

n

Q q p d

q p d

+ + +

+ +

=

=

 
= + 

 





χ χ

χ

c Θ w Θ c Θ

Θ c β l Θ
 (5.70) 

将(5.24)代入上式得到 

 
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

2
, 1

1 , 1

1 1

const
2

N K
n k k i

n n ni k i

n k

l
Q q c d


  

+

+ +

= =

 
= − − + 

  
 

χ χ
c  (5.71) 

对上式求导得到 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

,

1 1

,

1 1

N K
i

n k k n n k n

n k

N K

n k k n k

n k

Q
l q c d

l c

   

 

+

= =

= =


 = −
 

 = − 

 



χ

χ

χ

χ

c

c  (5.72) 

若假设 cχ 各项相互独立，则有满足最大化 Q 函数的更新为 

 
( )

,

1

, 1

,

1

N

n k k n

n

Nk i

n k k

n

l

c

l

 



=

+

=

=




χ  (5.73) 

易见，参数更新时仅需要潜变量的均值，而潜变量的各个均值在 E 步的更新中获

得，从而完成整个 EM 方法的迭代。可见整个 EM 算法的目的就是用期望代替分

布来完成最大后验条件下的参数和变量的估计任务，相应的在代码中只会更新各

个变量的期望和参数值，而不会求一个随机变量或是随机变量的分布。 

算法流程如下表所示 



第 5 章  基于材料稀疏先验的逆散射超分辨方法 

109 

 

表格 5-3 介质非线性逆散射的 Bayes 推断 

初始化 对比度函数 χ，对比度源 w； 

初始化 观测矩阵 GC，阻抗矩阵 GD；  

Krylov 子空间法更新对比度源 w0； 

Forward 求解器 ( ) ( )q D qi i= e G w  

初始化： ( ) ( ) ( ),
ˆˆ: 0 0, 0 0, 0 1n q n nn w   = = =  

        K = 4, α(0) = 100N/||w0||
2 

( ) ( ) ( ),: 0 1, 0 1 , 0 1k k n kk k l k  = = =  

        cχ = {0, 1/K, … ,1−1/K }。         

For i = 1: Imax 

        E 步更新 

GAMP 迭代： 

初始化： 

                  ( ) ( )ˆ ˆ: 1 1n nn i  = −  

                  ( ) ( ): 1 1n nn i   = −  

                  ( ),
ˆ, : 0 0q nn q s  =  

For j = 1: Jmax 

                  ( ) ( )
2

, 1
, :

Np

q n qnn nn
n q j E j 

=
  =  

                  ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,1
ˆ ˆ ˆ, : 1

N p

q n qnn q n q n q nn
n q p j E w j j s j

=
  = − −  

                  ( ) ( ), ,, : 1 1 1z p

q n q nn q j i     = − +   

                  ( )
( )

( )
0, , , ,

,

,

ˆ1
ˆ, :

1 1

p

n q q n q n

q n p

q n

w i p
n q z j

i

 

 

− +
  =

− +
 

                  ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, : 1s z p p

q n q n q n q nn q j j j j      = −   

                  ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
ˆ ˆˆ, : p

q n q n q n q nn q s j z j p j j   = −   

                  ( ) ( )
1

2

,1 1
:

Q Nr s

n qnn q nq n
n j E j 

−

= =

  =
     

                  ( ) ( ) ( ) ( ), ,1 1
ˆˆ ˆ:

Q Nr

n n n q nn q nq n
n r j j j E s j  

= =
 = +    

                  ( ) ( ) ( ) ( )
1

,1
: 1 1 1 1

K r

n n k k nk
n j l i i j  

−

=
  + = − − +
   

                  ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
,1

1 1 1
ˆ: 1 1

ˆ

K

n k k kk
n n r

n n

l i i c i
n j j

r j j


 

 


=
 − − −

 + = +  
+  

  

               If ( ) ( ) ( )
2 2

1 1
ˆ ˆ ˆ1

N N

n n gamp nn n
t t t   

= =
+ −   , break. 

End for GAMP 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
ˆ ˆ, : 1 , 1w w

n q n q n q n qn q w i w J i J   = + = + . 

( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
ˆ ˆ, : , z z

n q n q n q n qn q z i z J i J   = =  

( ) ( )
1

,1
: 1 1 1

K r

n n k k nk
n l i i  

−

=
  = − − +
   

( ) ( ) ( ) ( ),1
ˆ ˆ: 1 1 1

K r

n n n k k k n nk
n i l i i c i r    

=
  = − − − +
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( )
( )

( ) ( )

1 ,1

1 ,1

1 2
:

1 2

N

n kn
k N

n k nn

a l i
k i

b l i i




=

=

+ −
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根据 ln,k 各行中 K 项的概率，选择其中最大的 Ki 个保留下来，并令 

K = Ki  

End  

 

由此得到目标函数的选值 cχ 和标签 lnk，由此更新目标函数为 

 ( ) ( ) ,arg max n k
k

n c k k l = =  (5.74) 

根据更新的目标函数得到总场更新，再回代入 Krylov 算法流程中更新对比度源

w。 

同理，有传输系数的 Bayes 推断流程如下 

表格 5-4 导体非线性逆散射的 Bayes 推断 

初始化 传输系数 t，对比度源 w； 

初始化 观测矩阵 GC，阻抗矩阵 S；  

Krylov 子空间法更新对比度源 w0； 

Forward 求解器 ( ) ( )e

q qi i= c S w  

初始化： ( ) ( ) ( ),
ˆˆ: 0 0, 0 0, 0 1t

n q n nn w t  = = =  

        K = 4, α(0) = 100N/||w0||
2 

( ) ( ) ( ),: 0 1, 0 1 , 0 1k k n kk k l k  = = =  

        cχ = {−J0(k0R)/H0
(2)(k0R), 0, 1/K, … ,1−1/K }。         

For i = 1: Imax 

        E 步更新 

GAMP 迭代： 

初始化： 

                  ( ) ( )ˆ ˆ: 1 1n nn t t i = −  

                  ( ) ( ): 1 1t t

n nn i  = −  

                  ( ),
ˆ, : 0 0q nn q s  =  

For j = 1: Jmax 
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End for GAMP 
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M 步更新 
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根据 ln,k 各行中 K 项的概率，选择其中最大的 Ki 个保留下来，并令 

K = Ki  

End  

 

由此得到目标函数的选值 ct 和标签 lnk，由此更新目标函数为 

 ( ) ( ) ,arg maxt

n k
k

t n c k k l= =  (5.75) 
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根据更新的目标函数得到总场更新，再回代入 Krylov 算法流程中更新对比度源

w。由此完成整个参数更新的算法流程。 

完整的混合边界材料稀疏的算法流程如下所示 

表格 5-5 混合边界的材料稀疏重建流程 

初始化场景网格剖分； 

初始化 传输系数 t，介质对比度函数 χdie，对比度源 wq，介质对比度源 wq
die； 

初始化 观测矩阵 GC，阻抗矩阵 GD，多极展开坐标转移矩阵 S； 

根据(3.22)BP 方法计算对比度源初值 wq,0； 

根据(3.26)计算传输系数初值 t0，并根据实部和虚部正负定性确定导体网格； 

For count = 1: Cmax 

根据(3.17)计算导体背景下的无介质总场 eq
pec； 

根据(3.16)计算导体背景下的非均匀背景阻抗矩阵 GD
pec和观测矩阵 GC

pec； 

根据(3.28)和(3.30)分别确定迭代初值 wq,0
die 和 χ0

die； 

For count_inner = 1: Jmax 

        For i = 1: Imax 

            Krylov 子空间法更新 wq,i
die =  wq, i−1

die + αq,ivq,i； 

            计算总场 eq = eq
inc + GD

pec∙ wq,i
die； 

            根据(3.30)更新介质对比度函数 χdie； 

        End 

        根据表格 5-3的 EM-GAMP 算法更新介质对比度函数 χdie； 

    End 

    根据(3.37)更新传输系数初值 t0； 

CG-FFT 方法计算正过程更新对比度源初值 wq,0； 

For count_inner = 1: Jmax 

        For i = 1: Imax 

Krylov 子空间法更新 wq,i =  wq, i−1
 + αq,ivq,i； 

            计算总场 ciq + S∙ wq,i； 

            根据(3.26)更新传输系数 t； 

        End 

根据表格 5-3 的 EM-GAMP算法更新传输系数 t； 

    End 

    根据传输系数 t 实部和虚部正负定性确定导体网格； 

End 

输出传输系数 t 和介质对比度函数 χdie。 

 



第 5 章  基于材料稀疏先验的逆散射超分辨方法 

113 

 

 

5.3   数值仿真 

本节中分别用矩量法仿真数据和实测数据验证所提方法的有效性。在矩量法

仿真中，生成测量数据的正过程计算由 CG-FFT 方法完成。实测数据同样采用法

国 Fresnel 研究院的 2001 年公开数据集[117]。 

5.3.1   仿真数据验证一 

在第一个仿真重建场景中，照射源工作在单频 900MHz，波长 λ0 ≈ 0.33m。

设置成像区域 D 为大小 λ0×λ0 的矩形区域，测量区域 C 在包围成像区半径 3λ0 的

圆弧上。40 个极化方向为+z 方向的线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射单频

连续波，每个线电流源照射时都会有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该

点处的场强。令 I = 40 个激励源布置在位置 ri处，分别用均匀激励和优化激励照

射成像区域。在均匀照射中，40 个源以权重 aγi = 1 依次激励，每次照射仅有一

个激励源工作，共产生 40 次观测。而在优化激励中，40 个源以优化的权重 αq 同

时激励，每次激励的权重 αq 对应待搬移的目标空间谱 kq。由于 kxq, kyq∈[−6k0, 

6k0]，且以 2k0 为步进，故优化激励一共产生 49 次观测。 

在正过程计算中，成像区域被剖分为 50×50 个网格，测量数据 esca 上被加上

零均值单位方差的高斯噪声，噪声强度定义为 

 
( )

2

1

M sca

qm

noise

m
a

M SNR

==


 e
 (5.76) 

其中，信噪比 SNR 为 10。给定成像区目标为“E”字形介质，相对介电常数为

5，字体长 3λ0/5、宽 λ0/3。目标如下图 5.6 所示。 

 
图 5.6 成像场景示意图 

为了避免逆犯罪问题，而在逆过程重建中，成像区域被剖分为 30×30 个网

格。用 3.3 节中所提的交替参数更新法分别在两种入射场照射下对目标进行重建，

迭代 512 次。重构结果如下图 5.7 所示： 

3λ0/5 

成像区 D 

−λ0/2 

λ0/2 

0 

−λ0/2 λ0/2 0 

λ0/3 
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图 5.7 原始对比度源的空间谱 

其中，图 5.7 (a)为原始目标的对比度函数 χ 的真值。图 5.7 (b)、(c)和(d)分

别为均匀激励下 CSI 重建结果（CSI）、非线性 Bayes 重建结果（EM-CSI）和 VP

正则化重建结果（VP-CSI）。图 5.7 (e)、(f)和(g)分别为优化后的激励下 CSI 重建

结果（CSI）、非线性 Bayes 重建结果（EM-CSI）和 VP 正则化重建结果（VP-CSI）。 

易见，不论是均匀激励还是优化激励，EM-CSI 和 VP-CSI 均有着比原始方

法更陡峭的轮廓边缘，且幅度分布更接近真值，证明材料稀疏先验的有效性。此

外，图 5.7 (b)中原始方法重建的字母”E”的三条横线粘连而无法分开，而图 5.7 

(c)和(d)均可以将三条横线区分开，可见构造材料稀疏性先验有效提高了重建分

辨能力。而对比图 5.7 第一行均匀激励结果和第二行优化激励结果可见后者重建

出更准确的目标轮廓，证明采用超振荡入射场可以保留更多的目标信息。 

5.3.2   仿真数据验证二 

在第二个仿真重建场景中，成像构型同示例一。40 个极化方向为+z 方向的

线电流源均匀分布在圆弧[0, 2π)上，发射单频连续波，每个线电流源照射时都会

有[−π, +π)上均匀分布的 40 个接收天线测量该点处的场强。令 I = 40 个激励源布

置在位置 ri 处，分别用均匀激励和优化激励照射成像区域。在均匀照射中，40 个

源以权重 aγi = 1 依次激励，每次照射仅有一个激励源工作，共产生 40 次观测。

而在优化激励中，40 个源以优化的权重 αq 同时激励，每次激励的权重 αq 对应待

搬移的目标空间谱 kq。由于 kxq, kyq∈[−3k0, 3k0]，且以 1k0 为步进，故优化激励一

共产生 49 次观测。在正过程计算中，成像区域被剖分为 50×50 个网格，而在逆

过程重建中，成像区域被剖分为 30×30 个网格。测量数据 esca 上被加上零均值单

位方差的高斯噪声信噪比 SNR 为 10dB。 

(a) 

(b) (c) (d) 

(e) 

CSI 

均

匀

激

励 

优

化

激

励 

EM-CSI VP-CSI 

(f) (g) 
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图 5.8 成像场景示意图 

成像目标为介质和导体混合散射体：一个边长 λ0/5 的矩形铜柱被包裹在半径

2λ0/5 的圆形介质柱内，铜柱的电导率为 6×107 S/m，介质柱的相对介电常数为 5。

成像目标的构型如图 5.8 所示。分别用均匀激励下的交替参数更新法（APUM）、

超振荡激励下的交替参数更新法（SO-APUM）、均匀激励下的非线性 Bayes 方法

(EM-APUM)和均匀激励下的选值正则化（VP-APUM）的对目标进行重建，迭代

512 次。重构结果如下图 5.9 所示： 

 

图 5.9 重建结果 

图中，第一行到第三行分别为介质的对比度函数、导体的对比度函数和目标

的传输系数，第一列到第五列分别为真值、APUM 结果、SO-APUM 结果、EM-

APUM 结果和 VP-APUM 结果。 

对比图 5.9. (h)、(k)和(n)可以发现，引入超振荡效应和引入材料稀疏先验的

重构导体均有着更尖锐的轮廓，表明混频过程中有效的保留目标内的高频信息。

而均匀激励下的重建结果轮廓则更为模糊。此外，VP-APUM 结果中导体部分缺

4λ0/5 

成像区 D 

−λ0/2 

λ0/2 

0 

−λ0/2 λ0/2 0 

λ0/5 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 

(f) 

(g) 

(h) 

(i) 

(a)  

(b)

(c)

(d)  

(e)

(f)  

Truth APUM SO-APUM EM-APUM VP-APUM 
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失，源于非凸优化的局部最优解，因此重建能力略微弱于 EM-APUM 方法。对比

图 5.9. (g)、(j)和(m)，不论是优化激励还是材料稀疏约束，有高频信息的重建介

质可以有效的聚焦在圆环上，而图 5.9. (d)中缺乏高频信息的重建介质则轮廓比

真值更为扩散。因此，所提基于稀疏先验的约束能有效压缩目标高频信息至传播

过程的低频通带内，提高成像质量。 

5.3.3   实测数据验证——FoamDielInt 

在 Fresnel 研究院 2005 年的数据集中，我们选择数据“FoamDielInt”进行验

证。该数据中，目标由一个直径 80mm 的泡沫塑料柱内嵌一个直径 31mm 的尼龙

塑料柱构成，泡沫塑料柱相对介电常数为 1.45±0.15，尼龙塑料柱相对介电常数

为 3±0.3。其中，尼龙塑料柱中心距离泡沫塑料柱中心 5mm，目标构型如下图 

5.10 所示 

 

图 5.10 成像场景示意图 

发射天线从 0 度到 340 度，以 20 度步进依次在圆环上向成像区域中心照射，共

18 次照射。每次照射时，有接收天线相对于发射天线方位 60 度到 300 度，以 1

度步进依次测量所在位置场强。数据集中，以 2GHz 为步进，提供 2-18GHz 下的

有目标和无目标时的测量散射场，本实验取工作在 4GHz 的测量结果进行处理。 

本文选择成像区域为大小 150 mm×150 mm的矩形区，并将其离散化为 44×44

个网格。由于在重建中需要知道空间中的入射场分布，故需要根据空场景的测量

数据反推照射天线口面电流源分布。根据(3.56)Graf 加法定理，用源位置处的加

权多极子辐射场拟合辐射天线的口面场。解(4.83)方程即可得到拟合入射场的多

极展开权重。 

分别用经典的对比度源法和所提的非线性多层 Bayes 方法进行重建，重建结

果如图 5.11 所示。其中，横纵坐标均相对于波长归一化，可见目标尺寸均在亚

波长量级。 

5 

x 

y 尼龙塑料柱 

泡沫塑料柱 
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图 5.11 实测数据重建结果 

图 5.11 左侧为目标分布的真值参考，而图 5.11 右侧第一行为 CSI 的重建

结果，图 5.11 右侧第二行为所提方法的重建结果。图 5.11 从右往左第一列为

沿着 y 轴的剖面图，从右往左第二列为沿着 x 轴的剖面图，其中黑色实线为对比

度函数真值，黑色虚线为真值的误差范围，红色实线为重建目标的对比度函数。

对比可见，所提方法能在准确估计目标材料取值的同时提高重建目标精度。 

对同一实测数据，现有文献的重建结果如下图 5.12 所示。需要注意的是，

为了说明超分辨成像性能，本文重建仅使用了 4GHz 的测量数据，而以下对比结

果中则用了 2-8GHz 的测量数据。 

 
图 5.12 其它方法重建结果参考 

其中，图 5.12 (a)为 2-8GHz 的测量数据基于 TV 正则化的重建结果[125]，图 5.12 

(b)为 2-8GHz 的测量数据基于稀疏正则化的重建结果[129]，图 5.12 (c)为 2-6GHz

的测量数据基于 Born 迭代方法的重建结果[132]，图 5.12 (d)为 2-18GHz 的测量数

据基于深度神经网络的重建结果[142]。可见，基于 TV 正则化的重建结果在所有

对比方法中表现最佳，然而其用了超过一倍的带宽。而直接稀疏的重建结果完全

无法保留目标轮廓，源于目标函数并不满足稀疏假设。而基于 Born 迭代和基于

神经网络方法的重建结果，即使用了宽带的测量数据，效果甚至不如 CSI 方法用

单频测量数据的重建结果。由此可见本节所提方法的有效性。 

5.3.4   实测数据验证——FoamDielExt 

在 Fresnel 研究院 2005 年的数据集中，我们选择数据“FoamDielInt”进行验

CSI

重建

结果 

EM-

CSI

重建

结果 真值 

重建对比度函数 x 轴剖面图 y 轴剖面图 

(a).  (b).  (c).  (d).  



第 5 章  基于材料稀疏先验的逆散射超分辨方法 

118 

 

证。该数据中，目标由一个直径 80mm 的泡沫塑料柱邻接一个直径 31mm 的尼龙

塑料柱构成，泡沫塑料柱相对介电常数为 1.45±0.15，尼龙塑料柱相对介电常数

为 3±0.3。其中，尼龙塑料柱中心距离泡沫塑料柱中心 55.5mm，目标构型如下图 

5.13 所示 

 

图 5.13 成像场景示意图 

发射天线从 0 度到 340 度，以 20 度步进依次在圆环上向成像区域中心照射，共

18 次照射。每次照射时，有接收天线相对于发射天线方位 60 度到 300 度，以 1

度步进依次测量所在位置场强。数据集中，以 2GHz 为步进，提供 2-18GHz 下的

有目标和无目标时的测量散射场，本实验选取工作在 4GHz 的测量结果进行处理。 

本文选择成像区域为大小 150 mm×150 mm的矩形区，并将其离散化为 44×44

个网格。分别用 CSI 方法和所提非线性 Bayes 方法对目标进行重建，结果如图 

5.14 所示。 

 
图 5.14 实测数据重建结果 

图 5.14 左侧为目标分布的真值参考，而图 5.14 右侧第一行为 CSI 的重建

结果，图 5.14 右侧第二行为所提方法的重建结果。图 5.14 从右往左第一列为

沿着 y 轴的剖面图，从右往左第二列为沿着 x 轴的剖面图，其中黑色实线为对比

度函数真值，黑色虚线为真值的误差范围，红色实线为重建目标的对比度函数。

55.5 

x 

y 尼龙塑料柱 

泡沫塑料柱 

CSI

重建

结果 

EM-

CSI

重建

结果 
真值 

重建对比度函数 x 轴剖面图 y 轴剖面图 
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对比可见，所提方法能在准确估计目标材料取值的同时提高重建目标精度。 

对同一实测数据，近四年文献的重建结果如下图 5.15 所示。需要注意的是，

为了说明超分辨成像性能，本文重建仅使用了 4GHz 的测量数据，而以下对比结

果中则用了 2-8GHz 的测量数据。 

 
图 5.15 其它方法重建结果参考 

其中，图  5.15 (a)、 (e)、 (f)、 (g)和 (h)均为基于深度神经网络的重建结果

[140][52][150][38][143]，易见其重建分辨能力并不优于仅用单频重建的CSI方法。图 5.15 

(b)则是基于 12 和范数构建的对比度源稀疏重建结果，可见对比度源的非稀疏性

会影响最终对比度函数的重建，最终效果并不如经典 CSI 方法[149]。而图 5.15 (c)

对非稀疏目标函数进行稀疏重建会直接导致重建失败[129]。图 5.15 (d)基于 Born

迭代重建则劣于经典 CSI 方法[132]。 

5.3.5   实测数据验证——FoamTwinDiel 

在 Fresnel 研究院 2005 年的数据集中，我们选择数据“FoamDielInt”进行验

证。该数据中，目标由一个直径 80mm 的泡沫塑料内嵌一个直径 31mm 的尼龙塑

料柱，再柱邻接一个相同的尼龙塑料柱构成，泡沫塑料柱相对介电常数为

1.45±0.15，尼龙塑料柱相对介电常数为 3±0.3。其中，外接的尼龙塑料柱中心距

离泡沫塑料柱中心55.5mm，而内嵌的尼龙塑料柱中心距离泡沫塑料柱中心5mm，

目标构型如下图 5.16 所示 

 

图 5.16 成像场景示意图 

(a).  (b).  (c).  (d).  

(e).  (f).  (g).  (h).  

55.5 

x 

y 尼龙塑料柱 

泡沫塑料柱 5 
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发射天线从 0 度到 340 度，以 20 度步进依次在圆环上向成像区域中心照射，共

18 次照射。每次照射时，有接收天线相对于发射天线方位 60 度到 300 度，以 1

度步进依次测量所在位置场强。数据集中，以 2GHz 为步进，提供 2-18GHz 下的

有目标和无目标时的测量散射场，本实验取工作在 4GHz 的测量结果进行处理。 

本文选择成像区域为大小 150 mm×150 mm的矩形区，并将其离散化为 44×44

个网格。分别用经典 CSI 方法和所提非线性 Bayes 方法进行重建，结果如图 5.17

所示。图 5.17 左侧为目标分布的真值参考，而图 5.17 右侧第一行为 CSI 的重

建结果，图 5.17 右侧第二行为所提方法的重建结果。图 5.17 从右往左第一列

为沿着 y 轴的剖面图，从右往左第二列为沿着 x 轴的剖面图，其中黑色实线为对

比度函数真值，黑色虚线为真值的误差范围，红色实线为重建目标的对比度函数。

对比可见，所提方法能在准确估计目标材料取值的同时提高重建目标精度。 

 
图 5.17 实测数据重建结果 

对同一实测数据，近四年文献的重建结果如下图 5.18 所示。需要注意的是，

为了说明超分辨成像性能，本文重建仅使用了 4GHz 的测量数据，而以下对比结

果中则用了 2-8GHz 的测量数据。 

 

图 5.18 其它方法重建结果参考 

CSI

重建

结果 

EM-

CSI

重建

结果 
真值 

重建对比度函数 x 轴剖面图 y 轴剖面图 

(a).  (b).  (c).  (d).  

(e).  (f).  (g).  



第 5 章  基于材料稀疏先验的逆散射超分辨方法 

121 

 

其中，图 5.18 (a)和(b)均采用子空间优化的方式做正则化，等价于奇异值截断法

[61][62]。图 5.18 (c)为 2-8GHz 的测量数据基于 TV 正则化的重建结果[125]，易见基

于 TV 正则化的重建结果在所有对比方法中表现最佳，然而其用了超过一倍的带

宽。图 5.18 (d)用了所有的宽带数据做多分辨率重建，其效果和经典 CSI 方法一

致[151]。图 5.18 (e)、(f)和(g)均用了 2-18GHz 全带宽的数据做重建，其中(g)的重

建效果最佳，然而同样用了超过一倍的带宽。 

5.3.6   实测数据验证——FoamMetExt 

在 Fresnel 研究院 2005 年的数据集中，我们选择数据 “FoamMetExt”进行验

证。该数据中，目标为一个直径 28.5mm 的金属铜柱贴着一个直径 80mm 的泡沫

塑料柱放置，如下图 5.19所示。 

 
图 5.19 成像场景示意图 

其中，泡沫塑料柱的相对介电常数为 1.45±0.15。收发天线为布置在距离坐标中

心半径 1.67m 的圆环上的双脊喇叭天线。发射天线从 0 度到 340 度，以 20 度步

进依次在圆环上向成像区域中心照射，共 18 次照射。每次照射时，有接收天线

相对于发射天线方位 60 度到 300 度，以 1 度步进依次测量所在位置场强。数据

集中，以 2GHz 为步进，提供 2-18GHz 下的有目标和无目标时的测量散射场，本

实验取工作在 4GHz 的测量结果进行处理。 

本文选择成像区域为大小 150 mm×150 mm的矩形区，并将其离散化为 44×44

个网格。分别用第 3 章所提的 APUM 方法和在 APUM 框架下加入本节所提的非

线性 Bayes 方法进行重建，结果如图 5.20 所示。易见，APUM 和基于非线性

Bayes 的 APUM 均能良好重建目标，而引入选值稀疏约束后的 APUM 能保证目

标内的材料均匀性，且重建轮廓更贴近真值。作为对比，对同一实测数据的同样

频段内的重建，现有文献的重建结果如下图 5.21 所示。可见，虽然图 5.21 的方

法能有效区分导体和介质目标，但是重建分辨率远弱于所提 APUM 方法，更难

以和引入材料稀疏先验的重建结果相比[15]。 

54.25 

x 

y 

铜柱 

泡沫塑料柱 
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图 5.20 实测数据重建结果 

 

 

图 5.21 基于逆 T 矩阵法重建结果 

 

5.4   本章小结 

由于非线性逆散射中混频的作用可以实现高维信息的压缩，因此构建合理的

解空间约束可以从有限信噪比中获取宽带的信息。本章分别从正则化角度和

Bayes 先验角度出发，给出了两种非线性逆散射重建中的数学超分辨方法。 

常见的解空间约束通常建立在解的稀疏性上，而当稀疏先验不成立时容易导

致解的误差收敛性崩塌。低频成像问题中的目标大多不具备空间上的结构稀疏性，

导致基于压缩感知的稀疏约束无法直接加在成像目标上。此外，大多数压缩感知

算法均建立在线性逆问题求解的基础上，而不适用于非线性逆散射模型。 

为了解决稀疏性的问题，本节不对目标函数的空间分布进行约束，而从目标

(a). (b). (c). 

(d). (e). (f). 

(g). (h). (i). 

介质对比度函数 导体对比度函数 传输系数虚部 

真值 

对比方法 

APUM 

所提方法 

Bayes-APUM 
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的材料稀疏性入手。在定量逆散射重建中，目标函数的取值即对应成像物体的本

构参数，而所有成像物体的组成材料是有限的，因此可以约束待解目标函数的取

值有限。我们首先给出了基于选值函数的正则化方法，从解空间可以看出，选值

正则化构成的约束比一范数约束更稀疏。通过将选值约束变换到对比度源的代价

函数中来实现非线性问题的线性化约束。然而该约束同时在多个选值点附近出现，

导致正则化项本身是非凸函数，难以获得全局最优解。 

为了解决该问题，我们基于 Dirichlet 分布构造了目标的均值稀疏性，通过多

层 Bayes 结构来促进目标的材料稀疏。虽然我们可以通过期望最大化方法迭代更

新材料参数，但是非线性关系导致 Bayes 推断无法直接进行。因此，我们讨论了

两种非线性问题下的 Bayes 推断方法。第一种方法是直接将整个模型打包到一个

基于 Transformers 的先验拟合网络中，数据集本身提供观测值和重建变量的联合

分布，而给定测试的观测数据，网络输出相应变量的后验取值。这种方法虽然回

避了非线性推断的困难，但是抛弃了已有的物理模型，完全依赖于数据集，与我

们构建材料稀疏先验的初衷相违背。另一种方法是根据 Krylov 子空间法中的正

则化项等价于 Bayes 先验的理论，直接在对比度源—对比度函数的线性关系上做

推断，由此将非线性重建拆分为两个线性步骤交替进行。仿真和实测结果验证了

该方法的可行性。
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6 第 6 章  非均匀背景扰动下的超分辨方法应用 

依靠低频电磁波进行穿透成像是微波成像的挑战之一，然而该技术有着广泛

的实用价值，在灾害救援、石油勘探、室内反恐和医疗成像中有着举足轻重的作

用。其典型应用，如：穿墙成像、探地雷达和乳腺癌成像，成为了相关领域的研

究重点。正是有耗背景的存在，导致低频探测的不可替代性。因此本文所提的超

分辨成像方法不得不面对在非均匀有耗背景下的处理，本节以穿墙成像为例说明

非均匀场景的重建策略。在 6.1 中给出了通用情况下背景格林函数的计算方法，

并提出了基于背景格林函数的分区重建策略。在 6.2 节中，给出了该重建策略下

直接和间接的入射场优化方法。最后，所提算法在电磁仿真数据上验证了有效性。 

6.1   非自由空间的重建策略 

在穿墙成像问题中，墙体包围成像区域，构成了扰动重建目标的非均匀背景。

在大部分穿墙雷达成像问题中，墙体则是杂波的主要来源，为了应当该问题，主

流做法是通过回波估计墙体参数，再结合墙体回波模型抵消墙体对传播路径的扰

动[152][153]。然而，这些方法将墙体估计和目标重建作为两个问题分别优化，而忽

视了二者之间存在多次散射带来的耦合效应，导致墙体估计和目标重建均存在残

差。为了避免该问题，另一类求解思路则是联合求解墙体和目标，最终表现为在

重建目标的同时直接对墙体产生的杂波进行滤波。例如根据墙体的空间均匀性构

建滤波函数[154]。又或是划分墙体和目标的子空间，通过奇异值截断的方式完成

滤波[155]。近年来，基于低秩稀疏先验的联合重建思路成为研究热点[156][157]。然

而，这些基于雷达成像的方法都建立在线性散射模型上，多次散射问题并没有被

包含于模型中。因此，不论是分立优化还是联合求解，墙体和目标的耦合作用均

未被利用。导致携带目标信息的多次散射的能量在联合求解问题中被当作杂波抑

制，抛弃了大量的信息。根据第二章介绍的正则化理论，在线性模型中做强先验

约束不仅不一定能改善重建结果，反而会因为先验的偏差造成重建过程的恶化。

而本文在第四章的结论表明，非线性过程中施加合理的弱先验约束才能提高重建

性能。因此本节从非线性逆散射的角度出发，建模墙体和目标的耦合关系。 

在逆散射重建理论中，对非均匀背景的处理有两大处理思路。第一种是构建

非均匀背景的解析格林函数，例如分层格林函数，通过估计集总反射透射系数来

消除非均匀背景的影响[159][160]。由于非均匀背景的扰动被引入格林函数内，因此

目标和背景之间的多次散射关系可以通过格林函数来保留，而不需要刻意的联合

优化。然而这类方法需要背景结构单一，例如探地问题中的土壤均匀分层。第二

种是将背景当作目标的一部分，这样可以通过体等效原理将非均匀背景下的成像



第 6 章  非均匀背景扰动下的超分辨方法应用 

125 

 

转变为自由空间下的成像[161][162]。虽然这样处理可以适用更广泛的成像场景，但

是增加了重建的变量个数，强化了问题的病态性。大多数对非均匀背景的估计介

于这两种思路之间，即在粗略的解析构建非均匀格林函数的同时通过成像过程精

细估计非均匀格林函数的参数[163]。理想情况下，可以通过对空场景成像来反推

出非均匀格林函数，由此将所有因为背景扰动、辐射源不一致等的影响均放入格

林函数内，这样就可以将有目标时的重建视为自由空间下的反演过程。 

 

图 6.1 非均匀背景问题示意图 

给定成像区域 D，则整个成像区域被包围在非均匀背景 B 下，即 D ⸦ B，故

目标 χ 和背景 χB 同时存在。根据 3.2 节的结论(3.15)，则有 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 ,sca

B B

D

k d   = +E r G r r r E r r E r  (6.1) 

其中，EB 为无目标时空间内的场，GB 为非均匀背景格林函数，积分范围仅限于

成像区域 D，且满足 

 ( ) ( ) ( )0 ,B B i

D

j d   = − E r G r r J r r  (6.2) 

显然，估计非均匀背景格林函数 GB 是(6.1)重建的前提。假设背景为各向同性，

则(6.2)的傅里叶变换可以写为 

 ( ) ( ) ( )0B B ij= − E k g k J k  (6.3) 

对上式离散化后得到非均匀格林函数的估计问题 

 

( )
2

0
2

arg min ( )

B B

B B i B

FFT

j diag

=

= −

g g

g e j g
 (6.4) 

考虑二维 TM 波问题，则有 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

0

j j j

B z B i z

D

j

B z B i z

D

E e d j G e d J e d

E j G J e d





+ +
−  −  − 

− −

− 

   = −
  

 = −

  



k r k r k r

k r

r u r r r r u r

k u k r u r
 (6.5) 

ri: 发射天线 

rm: 接收天线 

D: 成像区域 

B: 非均匀背景 

C: 测量区域 
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假设激励源为线电流源 Ji (r) = αiδ(r − ri)，则有 

 ( )
( )

0

ij

B

B

i

E e
G j

 



=

k r
k

k  (6.6) 

由此建立非均匀背景下空场景区域 D 内的总场和背景格林函数的关系。 

另一方面，在实际成像问题中，难以区分空场景和有目标场景。例如在穿墙

成像问题中，墙内静止人员和场景内的家具总是难以区分。在这种情况下，需要

对背景和目标同时成像，并不断约束感兴趣区域的大小，最终聚焦到目标上。而

目标区域以外的范围则被归于背景格林函数。因此，重建非均匀背景的格林函数

是建立在对背景 χB 进行成像的基础上[5]，即 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 ,inc

B B B

B

k d   − = E r E r G r r r E r r  (6.7) 

而非均匀背景格林函数等价于背景 χB 下冲击激励源激发的总场 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

0 0 0, , , ,n B n B B n

B

k d   = − G r r G r r G r r r G r r r  (6.8) 

可见，不同于(6.1)积分区域仅在成像区 D，背景的重建积分范围为 B。故成像背

景范围比被成像区域广，因此这样的重建病态性远高于重建问题本身。其次，这

种非均匀背景格林函数的解法建立在先求病态的逆散射问题，再求良态的散射问

题的基础上，因此计算量可观。 

本节提出一种分区重建策略，即将重建区域 B 划分为 N 个子区，当对第 1

个区域进行重建时，第 2 至第 N 区域均划入背景格林函数，以此对反演问题进

行降维。等效过程如图 6.2 所示 

 

图 6.2 分区重建的体等效示意图 

分区后的介电常数为 

 ( ) ( ) ( )
1

N

n nn
r r r  

=
=  (6.9) 

其中，ξn 是区域 n 的示性函数。相应区域 B 内的 Maxwell 方程写为 

 ( )1

0

N

n nn
j

j

  



=

 =


 = −

H E

E H
 (6.10) 
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则第 n′子区域的等效体电流为 

 eq

n n nj   =J E  (6.11) 

相应的体等效问题的散射场写为 

 
( ) ( )( )

( ) ( )
/

0

B eq B

n n n n nN n

B B

n n

j

j

  



  

 

 − = + −


 − = − −

H H J E E

E E H H
 (6.12) 

由此将第 n′子区域的散射问题写为 

 ( ) ( ) ( )2

0 ,
n

n

sca

n B n
D

k G d



 

   = E r r r E r r  (6.13) 

其中，En′
sca = E – En′

B，χn′为第 n′子区域的对比度函数。GBn′为除区域 n′外设为背

景的背景格林函数，满足 

 ( ) ( ) 0, ,
n

B

B nG E j
 

 = −r r r r  (6.14) 

En’
B(r, r′)为 r′处的线源在背景 ΣN/n′(εn ξn)下产生的总场。将(6.13)离散化，写出分

区重建的逆散射方程 

 
( )

sca

n Bn n

B

n n Bn n ndiag

  

    

 = 


= + 

e G w

w e G w χ
 (6.15) 

其中， 

 
( )
( )

0

0 0

inc B

nN n

BnN n

diag

diag





 = −  
 

 = −  
 





e I G χ e

G I G χ G
 (6.16) 

由此得到的重建框架为 

表格 6-1 分区重建流程 

初始化场景网格粗剖分； 

低频照射，重建区域 B 初值； 

高频照射成像区域，精细剖分场景网络，划分为 N 个子区； 

For i = 1: Imax 

For n = 1: N 

根据(6.16)，更新区域 n 的背景格林函数 GBn和背景总场 en
B； 

求解(6.15)更新区域 n 的对比度函数分布 χn； 

End 

判断是否收敛：是，结束循环；否，继续迭代。 

End 

输出对比度函数 χ。 

然而，当我们划分子区时，存在将同一个连续分布划分在不同子区的情况，
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从而人为制造了重建目标的不连续性。虽然影响有限，但是减缓了收敛速度。因

此本节在重建区域 B 初值后对区域 B 进行聚类，根据目标空域轮廓分布划分子

区域。考虑到成像区域的大小，本节选择 K 均值聚类对重建区域进行初始划分。

假设总网格数为 M 个，则聚类流程为： 

表格 6-2 聚类流程 

初始化样本 sm = (xm, ym, χ(xm, ym))，其中 m = 1, …, M； 

初始化类数 K，和样本对应类别 c = {cm, k}； 

初始化各类均值 vk，随机取值； 

For i = 1: Imax 

For m = 1: M 

For k = 1: K 

计算样本和第 k 类均值间的欧式距离：dmk = ||sm − vk||
2； 

End 

对第 m 个样本赋予最近的类别：cm, k = index(min(dmk (m, :))); 

End 

For k = 1: K 

    更新第 k 类的均值：vk = [Σm c(:, k)]/M； 

End 

End 

输出样本类别 c。 

在穿墙成像问题中，这种聚类的结果大多是将背景墙体和关注区划分为两个

独立子区域，如图 6.3 所示，因此整个重建过程转变为背景和目标的交替更新过

程。 

 

图 6.3 聚类分区的体等效示意图 

由此将非均匀背景问题转换为背景子区和目标子区的交替更新过程。 

6.2   非均匀背景下的入射场优化 

在第 4 章中给出了基于超振荡效应的入射场优化设计，在给定信噪比下，该

方法能显著提高成像质量，并增加测量独立性。然而，超振荡效应仅存在于局域

区域，如图 4.6 所示，局部空间谱宽随着重建区域的收缩而展宽。当重建区域覆

盖整个 B 区时，可实现的超振荡效应仅在极高阶波函数中存在，而可获取的高阶
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波函数受限于信噪比，因此在全场景生成超振荡效应存在挑战。然而，根据上一

节的策略，可以对场景进行剖分，并分区重建。由此可以在有限大小的区域中完

成超振荡效应的构建，并通过背景格林函数的不断更新而更新入射场，获得更好

成像性能。因此本节分别就 4.3 节中的直接综合法和间接综合法说明非均匀背景

下的入射场优化方案。 

6.2.1   直接综合法 

在直接综合法中，各个激励源产生的场经过傅里叶变换得到矩阵 A = 

[FFT2{H0
(2)[k0 (r − rn)]}]I×N。综合方式通过优化(4.55)代价函数得到激励权重 c。 

而在非均匀背景问题中，激励源产生的场分布为 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, ,i B i i B i i

D

E j G c d j G c    = − − = −r r r r r r r r  (6.17) 

其中，GB 为背景格林函数。上式离散化后则有关系 

 ( )0 :,i B i ij c S= −e G r  (6.18) 

其中，S 为离散网格面积。故傅里叶变换得到 AB = [FFT2{[e1, …, eI]}]I×N 构成直

接综合法的变换矩阵。 

 
( ) ( )

2

2

2 2 2 2

22

min

. . 1

B

inc

n ns t r d M d r D

−

 − + 

A c b

e b
 (6.19) 

而方程(6.19)解的存在性由算子 AB 的病态性决定，AB 的空间谱决定了可拟合超

振荡跳变率的上限。本节以单个介质圆柱背景为例说明背景对比度和可拟合的空

间谱的关系，单个介质柱的总场即为背景扰动下的入射场。 

给定半径为 R，介电常数为 ε 的介质圆柱。则该圆柱的入射波、反射波和投

射波可以写为 
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 (6.20) 

其中，Rn 和 Tn 分别为反射系数和透射系数，kt为柱内波数。同理可以根据广义法

拉第定律 H = ×E/jωμ0 得到磁场表达式，此处不再赘述。则根据介质边界条件 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

inc sca tra

z z zr R r R

inc sca tra

r R r R

E E E

H H H  

= =

= =

  + =  

 + = 

r r r

r r r
 (6.21) 

可得反射系数和透射系数 
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由此可以写出单介质柱问题中总场分布 
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 (6.23) 

假设关注区域为半径 Rs 的圆形区域，则总场的局部傅里叶变换为 
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其中， 
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由此得到总场空间谱 
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从上式可见，总场空间谱存在两个极值点，一个是当 kr = k0 时，另一个是当 kr = 

kt 时。由于 kt 为背景媒质内的空间波数，因此第二个极值点由背景媒质决定。当
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背景媒质介电常数越大，则总场空间越宽。因此，方程(6.19)的病态性不仅不会

随着背景媒质的存在而恶化，反而会随着背景媒质的对比度增加而弱化。 

6.2.2   间接综合法 

在间接综合法中，入射场被写为多极展开的形式。因此本节将基于 2.1.2 节

的多极展开模型说明背景扰动下的入射场优化设计。给定如下入射场和散射场 
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给定背景 rn 处的介电常数和材料，则可以写出相应的传输系数 
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则有(2.30)关系 
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在已知传输系数条件下，可求得 cnp。进而写出背景媒质下的总场 
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则根据 4.3.2 节的结论(4.67)，含背景扰动的有限域入射场和目标函数卷积后

的空间谱为 
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可见，根据 api 和 Fl(q)之间的线性关系可以写出间接综合的优化问题 

 
2

0
2

min  + −H α b g  (6.33) 

其中，b 为背景产生的散射场 Esca 带来的扰动分量。由此完成背景扰动下的间接

入射场优化过程。 

6.3   数值仿真 

本节中用矩量法仿真数据验证所提方法的有效性。在矩量法仿真中，生成测

量数据的正过程计算由 CG-FFT 方法完成。 

 

图 6.4 成像构型示意图 

考虑成像场景如图 6.4 所示，宽度 0.45m × 0.2m 的人体目标站在 1m × 1m

矩形墙体内，墙体分为两层，每层厚度为 10cm。考虑混凝土的介电常数在 4~15，

仿真设置外侧墙体相对介电常数 5.5，内侧墙体相对介电常数 3.5。人体介电常数

延用 3.4.3 节的模型。 

收发天线在距离照射区中心半径 0.7m 的圆环上均匀布置，发射天线和接收

天线分别为 40 个。先用 300MHz 频率进行测量，对关注区进去粗略重建，并根

据结果划分墙体和成像区域。再优化入射场，用 600MHz 频率进行测量，根据测

量数据进行精细重建。测量的散射场信噪比为 10dB。分别直接进行重建和用本

章所提的分区优化入射场的重建结果如下所示 

 
图 6.5 重建结果 

图 6.5 左侧为目标分布的真值参考，而图 6.5 中间为均匀激励下直接对背

景和目标同时重建的结果，图 6.5 右侧为分区重建并分区优化超振荡效应的重建

直接重建 分区优化 真值 
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结果。对比图 6.5 的墙体目标可以发现，基于分区优化的重构墙体有更准确的分

层，表明混频过程中有效的保留目标内的高频信息。而直接重构的墙体轮廓则更

为模糊，相应的背景格林函数则更不准确。对比图 6.5 的人体目标，基于分区优

化的重建介质可以有效的聚焦在人体轮廓，而缺乏高频信息的重建介质则轮廓比

真值更为扩散。因此，所提基于分区优化的方法能有效在背景扰动时压缩目标高

频信息至传播过程的低频通带内，提高成像质量。 

 

图 6.6 重建结果剖面图 

重构结果的剖面图则如图 6.6 所示，从右往左第一列为沿着 y 轴的剖面图，

从右往左第二列为沿着 x 轴的剖面图，其中黑色虚线为对比度函数真值，蓝色虚

线为直接重建的对比函数，红色实线为分区优化下重建的对比度函数。对比可见，

所提方法能在准确估计目标材料取值的同时提高重建目标精度，同样验证了所提

方法的有效性。 

6.4   本章小结 

实际逆散射重建应用中广泛的存在非均匀背景扰动的问题，这些扰动将放大

模型的偏差，从而使正则化方法失效。常见的成像方法将背景扰动作为杂波进行

抑制，对墙体施加特定的先验信息的基础上通过联合求解的方式重建目标。然而

这些方法忽略了背景和目标之间的耦合作用，因此效果不佳。本节引入非均匀格

林函数来表征耦合作用的影响，通过交替更新背景的格林函数和目标的格林函数

实现对耦合作用的利用。不同于已有的直接通过体等效打包目标和背景同时重建

的方法，本节在低频粗重建的基础上对关注区和背景扰动区进行聚类划分，基于

非均匀格林函数对各个类别分别进行重建，从有效降低重建变量个数，缓解病态

性。 

此外，由于背景本身通常具有较高的介电常数，例如墙体，故增大了透射波

的折射率，其等价的拓宽了观测阵列的孔径，提高了重建区内的可获取的局部空

间谱带宽。因此，在迭代提高对背景重建精度的同时，可以根据背景格林函数优

化入射场，提高重建分辨率。本节提出了基于超振荡效应的非均匀背景优化方法，

有效的将目标高频信息通过总场混频保留在传输通带内，从而提高重建精度。基

x 轴剖面图 y 轴剖面图 
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于矩量法的仿真结果验证了该方法的可行性。 
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7 第 7 章  总结与展望 

自第二次世界大战诞生第一台雷达以来，电磁波一直以其长波低衰减的特性

被用于弥补光学难以实现的远距离探测和多障碍物后探测，这得益于波动效应。

而受限于波动效应，微波难以区分小于波长量级的目标。为了提高承载的信息量，

微波系统从早年的甚高频发展到如今的太赫兹。然而，即使是接近光学频段，对

穿透性的需求和对分辨率的追求依旧是不可调和的矛盾。 

从该矛盾出发，本文围绕对该矛盾衍生的三大应用问题开展研究。第一个是

混合边界问题：在混合边界问题中，不同边界条件的目标难以用统一的本构参数

定量重建，从而恶化问题的病态性造成多解。因此需要构建多参量表征混合边界

目标，并通过区分重建的方式对病态问题降维。第二个是超分辨问题：在超分辨

问题中，已有的物理超分辨方法大多试图修改物理构型来绕过 Rayleigh 极限，且

非线性重建的超分辨原理尚且存在争议。而已有的数学超分辨方法大多建立在不

完整的线性模型上，使得先验信息约束存在偏差，无法得到广泛应用。因此，在

不修改成像构型的基础上得到超越 Rayleigh 极限的分辨率对挖掘非线性重建的

超分辨潜力有着重要的意义。而在该基础上设计的基于非线性模型的正则化方法

则更有普适性。第三个是非均匀背景问题：即使构造了合适的先验信息并通过精

确模型重建，当存在非均匀背景扰动时，依旧会带来模型的偏差使先验约束失效。

因此针对非均匀背景设计合适的重建策略对所提方法的实际应用有着不可或缺

的意义。主要工作包含以下四个方面 

第一， 本研究针对混合边界问题提出了混合参数模型，统一了定量重建的

对比度函数和定性区分边界条件的传输系统。并基于体等效原理构建了介质对比

度函数和导体传输系数的交替更新框架，避免了导体定量重建带来病态性。最后

提出了基于 Krylov 子空间法的交替参数更新法，准确的实现了介质的定量重建

和导体的定性重建，有效性在仿真和实测数据上取得了验证。 

第二， 本研究给出了基于超振荡理论的非线性逆散射重建的超分辨理论，

并提出了基于该理论的极限分辨率。在此基础上，本文提出了基于超振荡效应的

入射场优化方法，在仅修改激励源权重的条件下在仿真和实测数据验证的超分辨

重建能力。最后，本文进一步论证了该方法等价于非线性问题中的正则化过程。 

第三， 本文分别提出了基于选值正则化和非线性 Bayes 两种手段，对非线

性重建的目标函数的材料稀疏性进行约束。有效的利用了物理世界散射体材料有

限的特性，拓宽了先验信息的普适性。仿真和实测数据验证了所提方法的有效性。 

第四， 本文提出了基于非均匀格林函数的分区重建策略，通过交替重建目

标和背景格林函数实现对复杂场景中的目标重建。仅一步，本文在准确估计背景
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格林函数的基础上进一步优化入射场的超振荡效应，获得了高精度的重建结果。

所提方法在基于矩量法的仿真数据上得到验证。 

总结全文可以发现，在围绕着重建和高分辨率的矛盾的研究中，病态问题的

正则化贯穿始终。正如 Hadamard 观点，一切自发的物理过程都是良态的，正散

射问题总能证明解的唯一性和稳定性。而根据热力学第二定律，系统的演化不可

逆，故而对该过程的逆转，例如根据回波反推源，必然存在信息的丢失。因此，

逆散射重建问题中，所有矛盾的根源在于逆问题的病态性，这种病态性源于天然

伴随散射过程的降维效果。即使将成像系统的孔径全部填满，也只能获得半波长

的分辨率。而任何对缺失信息的补全，都会带来计算复杂度的增加[164]。在逆问

题上，这种计算复杂度的增加表现为对现有物理过程的仿真。计算电磁学方法兴

起于上个世纪六十年代，成熟于本世纪初，而逆散射方法则兴起于上个世纪八十

年代。可见病态逆问题的求解是建立在成熟的良态正问题方法的基础上。因此，

对本文工作的进一步延续有如下几大问题需要解决。 

1. 正问题的快速算法：任何新的正问题求解方法的提出都开辟新的逆散射重建

领域，因此高效的正问题求解意义重大。由于问题的良态性，正问题的求解并不

存在信息缺失，因此有更宽松的算法设计空间。从算法角度来说，正问题求解仅

是一组线性满秩矩阵的求逆过程，其逆算子存在且唯一。因此，近年来基于数据

驱动的方式获得逆算子在散射问题计算中兴起，由于训练完成后离线计算仅是一

步正向传播，故计算效率远超过现有算法。然而随着场景的改变，逆算子也会随

之而改变，故如何构建有较强泛化能力的正问题求解模型则成为首要问题。 

2. 混合尺度的计算：在近场非线性作用较强时，需要精确的散射模型；而在稍

远一些的区域，则可以参考多极子展开的方式将远区对近区的贡献打包；在更远

尺度上，则可以参考射线追踪等方法，从而降低整体计算量。基于分区重建的思

路，如何将各个尺度的模型整合在一起，并构建混合尺度的重建算法有待进一步

研究。 

3. 基于 S 参数的重建模型和算法：本文研究的重建方法均建立在获取电场的幅

度和相位信息基础上，而实际完整的重建系统中只能得到收发天线的 S 参数。故

和测量电场复振幅相比，实际测量的 S 参数等价于在本文模型的观测方程外再嵌

套一层和接收天线口面场内积的算子。因此，对接收天线的设计同样会影响重建

问题的病态性，故需要进一步研究。 

4. 无相位重建方法：收发天线同步的前提下，可以通过矢量网络分析仪获得场

的幅度和相位信息。而实际应用中，成像系统的小型化、便携化需求将削弱该同

步性，这将导致相位信息的不准确。而相位信息的缺失将给超振荡效应的设计带

来挑战，因此无相位重建将是逆散射重建研究不可避免的问题。 
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